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Bevezetés

Ez a jegyzet a BME-n, a 2005/2006-o0s tanév elsg félévében az informatikus-hallgatok szamara
el6adott ,Bevezetés a szamitaselméletbe” c. el6adashoz kapcsolddik, és elsGsorban az emlitett targybol
torténd vizsgara valo felkésziilés segédanyaga. Nem poétolja azonban a rendelkezésre allo, konyvforméa-
tumu jegyzeteket, amellyekkel szamos tekintetben egyezik. Elénye talan mégis annyi, hogy szorosabban
kapcsolédik az 6ran leadott anyaghoz, és igy koncentraltabban tartalmazza a vizsgin szdmonkért tu-
déast. Jelen jegyzet valamennyire tul is mutat azonban az el6adason elhangzottakon, igy olyan részeket is
tartalmaz, amik nem hangzottak el az el6adason, illetve amiket nem kériink szdmon a vizsgan. Ha tehéat
valaki egészen véletleniil komolyabban érdekldik egy-egy témakor irdnt (bar, $szintén szoélva, szkep-
tikus vagyok ezzel kapcsolatban), azok szaméra odabiggyesztettem néhany, altalam érdekesnek itélt
megjegyzést. Ezek labjegyzetben?! ill. apro betiis szedéssel olvashatéak. Ne felejtsiik el azonban, hogy ezek
csupan a tananyagot kiegészité megjegyzések: ahhoz, hogy egy adott anyagrészben valaki ténylegesen
elmélyiilhessen, a megfelels szakirodalmat (is) célszert tanulmanyoznia.

A bizonyitasok végét olyan kiskocka jelzi, mint amilyen pl. ebben a sorban is all. O

Hogyan is jott létre a jegyzet? Egy elGadassorozat tervezésekor az elGadonak célszertd sajat hasz-
néalatara vazlatot készitenie az elhangzd anyagrol, hogy az minél egységesebb és szervesebben felépiilé
lehessen. Hala a korszerd technolégidk elharapézasadnak, immar ott tartunk, hogy nem lényegesen bo-
nyolultabb egy ilyesfajta anyagot digitalisan szerkeszteni ill. tarolni, mint a hagyoményos papiralapon?.
A jegyzet elsGsorban tehat az el6add sajat segédanyagaként keriilt Gsszeallitasra. Ennek egy kovetkez-
ménye, hogy a stilus meglehetGsen tomor. Nem kell meglepddni, ha egy-egy mondat teljes megértéséhez
akar tobb dolgot is at kell gondolni. Szerencsére nem bukkannak fel lépten-nyomon ilyen mondatok.

Minden erdfeszités ellenére valdszintileg szamos hiba maradt az aldbbi jegyzetben. Lehetne per-
sze tobb is. Szerencsére voltak, akik segitettek. Ugyogy koszonetet mondok Simonyi Gabornak féleg
a sikgrafokkal kapcsolatos részekhez adott tanacsokért, Jiittner Alparnak a szévegszerkesztéshez nyj-
tott segitségért, és szamos villamosmérndk-hallgatonak, akik a jegyzet kordbbi verzidjaban taldlhatod
problémakra hivtak fel a figyelmem. Természetesen minden megmaradt hibdért a felelGsség egyediil a
szerz6é. Az ezekkel kapcsolatos megjegyzéseket és a konstruktiv hozzaszolasokat koszonettel fogadom a
fleiner@cs.bme.hu cimen.

Jelen jegyzet jelentds része szellemi termék, és nemcsak a szerzéé. Kizarolagos terjesztGje a BME Sza-
mitastudomanyi és Informaciéelméleti Tanszéke, forgalombahozatala 6nkoltségi aron torténik. A szerzsi
jogok tekintetében a szerzd elképzelései az alabbiak. A jegyzet szabadon felhasznalhaté, masolhato, ter-
jeszthetd, de kizardlag a szerzg ill. a forras pontos megjelolésével és ingyenesen. Ugyanez a megkotés
oroklgdjék minden olyan szerzéi jog hatalya ald esé dologra, ami a fenti tipusu felhasznélasbol szarmazik.
Az emitettdl eltérs célu felhasznalashoz jelen munka szerzGjének engedélye sziikséges.

Minden olvasonak sikeres felkésziilést és eredményes vizsgazast kivanok.

Fleiner Tamds

IMint pl. ez is, itt.
%illetve dehogyisnem... Valaha egy vazlatos anyag volt a jegyzet ése: akkor ez még (t5bbé-kevésbé) igaz volt ra. Késébb
elkezdett bgviilni, és egyre inkabb jegyzetformaja lett. Na ez mar egy pinduri kis sz6szmotoléssel jart.



1. Komplex szadmok

Motivacié. Ebben a fejezetben a szamfogalom egy kiterjesztésérsl lesz szo. Korabbi tanulméanyaink soran ta-
lalkoztunk a természetes szdmokkal (N = {0,1,2,...}), az egészekkel (Z = {0,1,—1,2,—2,...}), a racionalis szamokkal
Q= {% :p € Z,0 < g € N}) illetve a valos szamok R halmazaval. Erdemes arra is visszemlékezni, mi motivalta az egyes
szamhalmazok bevezetését ill. kibGvitését. Ha valamit meg akarok szamolni, akkor a természetes szamokkal dolgozom.
Hasznos, ha miiveleteket vezetiink be, melyek megkdnnyitik annak kiszamolasat, hogy mennyi csirkém lesz, ha van most
18 és veszek még (vagy eladok) 5-6t. De megtudhatom azt is, hogy egy 100mx100m-es vagy egy 90mx 110m-es félddarab
ér-e tobbet. A negativ egészek bevezetésével egyrészt a tartozas tényét lehet jol leirni, méasrészt elérhetd, hogy a kivonas
miivelete gond nélkiil elvégezhets legyen. A racionélis szdmok bevezetésével az osztas lesz lényegében elvégezhets (persze
a 0 nevezét kizarjuk), azonban a gyakorlatban is sziikség van a tortekre: ha 3 testvér 100 pénzt 6roksl egyforma aranyban,
csak ugy tudnak igazsdgosan megosztozni, ha nem egész szam irja le az 6rokséget. A valds szdmok bevezetését indokolja az,
hogy elméletileg pontosan akarjuk megmérni mondjuk a négyzet atlojat, a kor teriiletét, vagy més, hasonlé mennyiséget.

Az eddigi szamfogalmakban kozos tehat, hogy mindegyik alkalmas arra, hogy megmérjen valamit, azaz a szamo-
kon van egy természetes rendezés, melynek segitségével barmely két, kiilonb6z8 szamrol egyértelmtien el lehet donteni,
melyik a nagyobb. A szamfogalmak bevezetésére alkalmas motivacio, hogy mérhets dolgokat tudjak megmeérni. A szamo-
kon értelmezett miiveletek (8sszeadas, kivonas, szorzas, osztas, hatvanyozas, gybkvonas, logaritmus, szogfiiggvények, stb)
mindegyikér6l elmondhaté, hogy arra valoak, hogy kiszamitsuk egy-egy mennyiség nagysdgat bizonyos mas mennyiségek
ismeretében.

A komplex szamok bevezetésekor szakitunk az eddigi gyakorlattal. Tovabbra is arr6l van sz6, hogy a megismert
legb6vebb szamkort tovabb bévitjiik, azonban egyszer, s mindenkorra le kell szamolnunk azzal az intuicidval, hogy a szam
valamely dolog nagysdgdt jelenti: a komplex szdmokon nem lesz olyasfajta rendezés, mint ami az eddigi nagysagviszony
volt.? A motivacio itt sokkal inkabb az, hogy bizonyos miiveletek nem voltak elvégezhetGek a valés szamokon, és valamilyen
rejtélyes okbol szeretnénk pl. a v/—1-nek értelmet tulajdonitani.

Lassuk mindezt a gyakorlatban. A komplex szamok halmaza
C:={a+bi:a,beR},

tehat minden komlex szam egy formalis a + bi alaku Gsszegként irhato fel, ahol a és b tetszéleges valds
szamok, az i-t (melynek neve képzetes egység) pedig valamiféle ,jismeretlenként” tekintjiik. Ezt a 2 = a+bi
felirast nevezziik a z komplex szam kanonikus alakjinak, a z szam valds része Re(z) := a, képzetes része
Im(z) := b, és a definici6 alapjan kimondhatjuk, hogy két komplex szdm (mondjuk z és z’) pontosan
akkor egyenld, ha kanonikus alakjuk z = a + bi és 2’ = a’ + b'i megegyezik, azaz, ha a =a’ ésb=1V'.

Ahogy emlitettiik, a valos szimok halmaza részhalmaza a komplexekének; konkrétan, ha a € R,
akkor a kanonikus alakja a = a + 0s.

Meg kell persze mondani, hogyan végziink mtveleteket a komplex szamokkal. Ezeket a mtveleteket
rdadasul ugy kell definidlnunk, hogy azok a valos szamokon végzett miiveletek kiterjesztései legyenek. Az
alapmtveletek esetén tgy jarunk el, mintha az i ismeretlen volna, ill. hasznaljuk az i2 = —1 azonossagot:

(a+bi)+ (c+di) = (a+c)+ (b+d)i, (a+bi)—(c+di)=(a—c)+ (b—d)i

(a+bi)(c+ di) = (ac — bd) + (ad + bc)i

Az osztas azonban nem ilyen egyszerii. Ehhez érdemes definidlni a z = a + bi komplex szam Zz-vel jelolt
konjugaltjat, melynek kanonikus alakja z := a — bi .

Lemma: Tetszbleges z,w € C komplex szamokra

z=2z2,il. 2)zFw=2z+wW,z—w=2—w, zw =7z - W teljesiilnek.

(3) Ha 0 # z € C, akkor 0 < z-Z € R, azaz barmely, nullatol kiilonb6z6 komplex szamot megszorozva
a konjugaltjaval, pozitiv szdmot kapunk.

Biz: (1): Trivialis. (2): A kanonikus alakokat behelyettesitve konnyen ellendrizhetd.

(3) Legyen z = a + bi, ekkor z -z = (a + bi)(a — bi) = a® + b + (ab — ab)i = a® + b*> > 0, hiszen
a? >0 < b2, és a® = b? =0 esetén z = 0 lenne. O

Ezek utan osztas is konnyen elvégezhets a konjugalttal valo bévités segitségével. Tegyiik fel tehat,
hogy z = a+ bi és 0 # 2’ = o’ + V'i. Ekkor

z a+ bi (a+bi)(a — V1) (ad’ +b0') + (a'b—ab')i aad’ +0bb  d'b—ab .

= = : ~ = = + i
Z’ a/ + b"L (a/ + b’z)(a’ _ b"L) a/2 + b/2 a/2 + b/2 a/2 + b/2

Koénnyen ellenérizhetd, hogy a szokésos miiveleti azonossagok tovabbra is érvényesek, azaz z,t,u € C
esetén z +t=t+z, 2t =tz,(z+t) +tu=z+ (t+u),(zt)u = z(tu) ill. z(t +u) = 2t + zu. A kivonasra
és osztasra vonatkoz6 azonossdgok a z —t =z + (0 —¢) ill. = = 2 - % azonossagokbol kovetkeznek. Egy
fontos tulajdonsagot bizonyitunk is:

3Természetesen a komplex szamoknak is tulajdonithato valamiféle ,,jelentés”, azonban erre ebben a jegyzetben nem all
modunk részletesen kitérni.



Lemma: A z, w komplex szamokra pontosan akkor lesz zw = 0, ha z = 0 vagy w = 0.
Biz: Koénnyen ellendrizhetd, hogy Ow = 0 tetsz6leges w komplex szamra. Azt kell igazolni, hogy ha
a szorzat 0, akkor valamelyik tényezGje 0. Tegyiik fel tehat indirekt, hogy zw = 0 és z # 0 # w. Ekkor

1 1 1 1 1 1
O:—-O-—:—-(zw)-—:(—-z)-(w-—):l-l:l,
z Wz w z w

ellentmondaés. g

Lattuk, hogy a komplex szamok egyértelmiien jellemezhetSek két valos ,koordinataval”, akarcsak a
sikbeli koordinatarendszer pontjai. Természetesen adddik tehat egy kolcsonosen egyértelmii megfelelte-
tés a komplex szamok és a (koordinatarendszerrel ellatott) sik pontjai kozott: a 2 = a + bi komplex
szamnak megfelel az (a,b) koordinataju pont a komlex szdmsikon. Vizsgaljuk meg, mi itt az alapmtive-
letek jelentése! Ha z, 2’ komplex szamok a szamsikon, akkor a z + 2’ komplex szamnak megfelel pontot
ugy kapjuk, hogy az origot eltoljuk azzal a vektorral, melyet gy kapunk, hogy az origébdl z-be mutatd
vektorhoz hozzdadjuk az origobol z’-be mutato vektort. (Kivonasnél az utobbi vektort kivonjuk.) A
szorzés ,,jelentésének” megértéséhez definidljuk egy komplex szam szogét. Azt mondjuk, hogy a z € C
komplez szam szoge a, ha az origdbdl a z-be mutaté vektor a valds tengely nemnegativ részével a szoget
zar be. Vigyazat: o elGjeles, igy pl. i szoge 7, (—i)-¢ pedig —7, vagy ha ugy tetszik 37” Definialjuk
tovabba a z = a + bi komplex szam abszolit értékét a |z| := V2Z = Va2 + b2 képlettel. Tegyiink is
néhany megfigyelést.

Lemma: (1) Ha z € C, akkor |z| valos, és |z| > 0. Tovabba |z| =0 <= z=0.

(2) |z| nem més, mint a komplex szamsikon a z komplex szamnak megfelel pont tavolsaga az origotol.

(3) Ha a z komplex szam szdge «, akkor z = |z|(cos @ + isin ).

(4)Ha z,w € C komplex szamok, akkor |z + w| < |z| + |w|.

Biz: (1) A z = a+bi kanonikus alakb6l 2z = a® +b? > 0, igy |z| egy nemnegativ szim négyzetgydke,
ami szintén nemnegativ. Pontosan akkor lesz 0, ha a? + b? = 0, azaz a = b = 0, tehat, ha z = 0.

(2) Az (a,b) koordinataju pont tavolsaga az origotol épp az a,b befogokkal rendelkezs derékszogi
haromszog atfogoja, ami Pitagorasz tétele szerint éppen va? + b2 = |z|.

(3) Ha a z-nek megfelel§ pont a szdmsikon |z| tavolsagra van az origotol, és a nemnegativ valos
tengelytsl a szogre latszik, akkor z valos koordinatéja Re(z) = |z|cosa, képzetes koordinataja pedig
Im(z) = |z|sina.

(4) Legyen O az origoja, és legyen Z ill. T a z-nek ill. z + w-nek megfelel§ pontok a komplex
szamsikon. Az abszoltt értékrdl ill. Ssszeadasrél tett korabbi megfigyeléseink alapjan |z + w| = |OT| <
|OZ| + |ZT| = |2| + |wl|, az OZT haromszdgre vonatkoz6 haromszog-egyenlstlenséghdl. O

A z komplex szdmnak a fenti lemma (3) részében megadott felirdsat a z szam trigonometrikus
alakjanak nevezziik. Jegyezziik meg, hogy mig a kanonikus alak egyértelmi, addig a trigonometrikus
nem az: egyrészt « helyett valaszthatunk o + 2k7 szoget is (tetszbleges k egész paraméterrel), ill. a
z = 0 felirdsdban « tetsz6leges valds lehet.

A trigonometrikus alak egyik jelentGsége, hogy segitségével a szorzasnak és az osztasnak is szemléletes
jelentést tulajdonithato.

Lemma: Legyen a z ill. w komlex szamok trigonometrikus alakja z = |z|(cosa + isina) ill. w =

|w|(cos B + isinB). Ekkor a szorzat ill. hanyados trigonometrikus alakja zw = |z||w|(cos(a + 3) +
isin(a+ 3)), ill. = = %(cos(a — B) +isin(a — 3)) lesz. Méas széval: szorzas esetén az abszolut értékek

Osszeszorzddnak, a szogek Osszeadddnak, mig osztasnal az abszolut érték a két abszolut érték hanyadosa,
és a sz0g a két szog kiillonbsége lesz.

Biz: zw = |z|(cosa + isina)|w|(cos f + isin5) = |z]||w|(cosacos S — sinasin § + i(cosasinf +
sinacos 3)) = |z||w|(cos(a + ) + isin(a + 3)) adodik. A hanyadosra azt kapjuk, hogy
z _ |zl(cosatisina) _ |z|(cosa+isina)|w|(cos B—isinB) _  |z]|w|(cos a cos B+sin asin f+i(— cos asin B+sinacos )
w — |w[(cosB+isinB) — Jw]|(cos B+isinB)[w([(cos F—isinF) Jw|2(cos? a+sin? a) -
s(ae— )+ sin(a— ..
|z](cos(a ﬁzﬁs (a=p)) _ %(cos(a — B) + isin(a — B)) 0

A komplex szamok pozitiv egész kitevés hatvanyait is értelmezhetjiik, hiszen z" kiszamitaséhoz z-
t n-szer kell 6nmagaval Gsszeszorozni, de ehelyett elegendd azt az origotol |z|™ tavolsara elhelyezkedd
pontot tekinteni, melybe mutaté vektor a valés tengely pozitiv részével na szdget zar be, ahol z szoge
. Erdekes megfigyelni, hogy ha |z| > 1, akkor z hatvanyai egy, az orig6 koriili, tagulo spiralvonalon,
mig ha |z| > 1, akkor z hatvanyai egy, az origora sz(ikiil§ spiralvonalon helyezkednek el. |z] = 1 esetén z
minden hatvianyanak abszolit értéke 1, ezért mindezen hatvanyok az origd kozepi, egységsugara kéron
talalhatoak.

A fentiek szerint tetsz6leges z = |z|(cosa + isina) komplex szamnak meg tudjuk hatarozni az n-
dik gyokét (helyesebben: gyokeit), tetszdleges 1 < n egész esetén. Az {/z az a w komplex szam lesz,



melyre w" = z. Ha w = |w|(cos B + isin 3), akkor w" = |w|"(cos(nB) + isin(np)), azaz |w| = /|| és
a =nf+ 2kw valamely k € Z egészre. Innen 5 = a:ﬂ adodik, azaz minden (0-t6l kiilonb6z6) komplex
szamnak pontosan n db n-dik gydke van.

A tovabbiakban az 1 abszolut értékii komplex szamokkal foglalkozunk. Az ¢ komplex szamot n-dik
eqységgyoknek nevezziik, ha z™ = 1. A fentiek szerint a komplex egységgyokok abszolat értéke 1, azaz a
komplex szamsik origo koriili egységsugara korén helyezkednek el.

Megfigyelés: (1) Az ¢ komplex szdm pontosan akkor n-dik egységgyok, ha € = cos
alakuak, valamely k egészre. Pontosan n db n-dik egységgydk van.

(2) A komplex szamsikon az n-dik egységgyokoknek megfelels pontok az origokézept egységkoron
egy szabalyos n-szdg mentén helyezkednek el Ggy, hogy az ¢ = 1 is egységgyok.

Biz: (1) Az n-dik gyokvonasrol elmondottak alapjan azonnal adédik, hisz azt |¢| = 1, és a = O-ra
kell alkalmazni.

(2) Minden egységgyok az egységkoron van, egymastol 27” szOognyi ,tavolsagra”, és az 1 csakugyan
egységgyok. g

Hasznos tudnival6 az egységgytkiok Osszegének és szorzatédnak ismerete.
Allitas: Ha e1,e2, ..., az n-dik egységgyokok (ahol g5, = cos %T" + isin 2ET g5 n > 1). Ekkor

n

2km

n

2km

n

+ 7 sin

1 ha n paratlan

n n
Zsk:51+82+»-.+8n207 tovabba H5k251.52.'”.8n:{*1 ha n paros
k=1

k=1

Biz: Legyen S = ¢y +e2+ ... +e,. Ekkor (1 —¢1)S =¢e1+e2+...+en, —e1(e1+e2+...+ep) =€1+e2+...+6en —
eg —€3 —...—¢&n —e1 =0, tehat (1 —e1)S = 0, ahonnan S = 0 adoédik. (Felhasznaltuk, hogy €1 - € = €41 a trigonometrikus
alakbol ad6doéan.) (Ttt tkp azt bizonyitottuk, hogy egy szabalyos n-oldala soksdg kézéppontjabol a csicspontokba mutaté vektorok
osszege 0. Ez trivialis, ha n péaros, hisz ekkor a vektorok ellentett parokba rendezhetdek. Egyébként, ha az 6sszeg egy v vektor,
akkor a csucsokba mutatoé vektorok 2T"—nel val6 elforgatottjait Osszeadva az Osszeg egyrészt a v vektor 27"—nel val6 elforgatottja
lesz, masrészt pedig nem valtozik, hisz ugyanazokat a vektorokat adtuk 6ssze. Innen 0 < 27“ < 27 miatt v = 0 adodik.)

Az egységgyokok szorzataval kapcsolatban vegyiik észre, hogy ha ¢ n-dik egységgyok, akkor Z is az, hiszen " =¢? =1 = 1.
Az n-dik egységgydkok tehat konjugalt parokba allithatoak, kivéve a valos egységgyokidket, amelyek dnmagukkal allnak parban.
Vegyiik észre még, hogy ha || = 1, akkor € - € = 1. Ezért minden konjugélt par szorzata 1, és az 6nmagéval parban all6 1
hozzajarulasa is 1 a szorzathoz. Tehét az Gsszes n-dik egységgyok szorzata attol fiigg, hogy az ¢ = —1 vajon n-dik egységgyok-e:
ha igen, akkor a szorzat —1, ha nem, akkor a szorzat 1. A —1 pedig pontosan akkor lesz n-dik egységgydk, ha (—1)" = 1, azaz
pontosan akkor, ha n paros.

Lattuk, hogy a komplex szdmok alkotta matematikai strukttirdban nem igaz szamos olyan tulajdonsig, amit a valos szamokon
megszoktunk, pl. nem lehet ugyanolyan értelemben beszélni a szadmok ,nagysagardl”. Azonban nem is ez a komplex szAmkor
bevezetésének igazi jelentdsége, hanem sokkal inkdbb az, hogy a valés szamokon megszokott legfontosabb tulajdonsagok igazak,
azaz C egy u.n. testet? alkot, ami annyiban ,,jobb” a val6s szamtestnél, hogy ebben minden polinomnak van gyoke, més szo6val,
hogy algebrailag zart. Errél sz6l az algebra alaptétele:

Tétel: Ha p(z) egy komplex egyiitthatos, legalabb els6fokt polinom, akkor létezik olyan o komplex szam, melyre p(z) =
(x — «) - r(z) alakba irhat6, ahol r(z) egy p(x)-nél eggyel alacsonyabb foka, komplex egyiitthatés polinom. O

Megjegyzés: A fenti tétel kovetkezménye, hogy ha p(x) valos egyiitthatos, akkor taldlunk egy o gydkét, ami vagy valds (és
kiemelhetjiik a gySktényez6t) vagy o képzetes része nemnulla. Utobbi esetben (mint az kénnyen lathaté) @ is gybke p(x)-nek, azaz
p(z) = (z — a)(z — @)r’(z) alakba irhaté, ahol r’(z) egy p(z)-nél kettdvel alacsonyabb foki, valds egyiitthatés polinom. (Utébbi
abbol adodik, hogy q(z) = (z — a)(xz — @) egy valés egyiitthatés masodfoka polinom. (Ertelemszertien g(x) diszkriminansa negativ,
és a masodfokt egyenlet megoldoképlete éppen a-t és a-t adja.))

Az algebra alaptételének ismételt alkalmazidsabodl az adodik, hogy minden val6s egyiitthatés polinom felirhat6 legfeljebb
masodfoku valés egyiitthatés polinomok szorzataként, és ez a tétel bar a valés szamkorre vonatkozik, nehezen bizonyithat6 a
komplex szamkor megkeriilésével.

2. Linearis egyenletrendszerek

Egy n-ismeretlenes, m egyenletbdl dallo linedris egyenletrendszer alatt m olyan egyenl&séget értiink,
melyek mindegyike n rogzitett ismeretlen konstansszorosait, konstansokat és ezek Gsszegét (ill. kilonb-
ségét) tartalmazza. Megtehetjiik, hogy minden egyes egyenletet rendeziink, azaz baloldalra gytjtjiik az
ismeretlent tartalmazo tagokat, ezeket a benniik szerepls ismeretlenek egy rogzitett sorrendjében irjuk
fel, és jobbra rendezziik a konstansokat. Ezaltal a lineéris egyenletrendszer egy rendezett alakjat kapjuk.
Ebben az alakban szerepls egyiitthatok és konstansok egy tablazatba rendezhet&ek. Ezek alkotjék az
abran is jelzett kibdvitett egyiitthatomdtrizot. A kibGvitett egyiitthatoméatrixot lépcsds alaktinak nevez-
ziik, ha minden sorédban az els§ nemnulla elem 1 (a lépcsds alakban ezeket a matrixelemeket nevezziik
vezéregyeseknek), ezen kiviil barmely két vezéregyes gy helyezkedik el, hogy a feljebb 1évs oszlopa balra
legyen a lejjebb 1évs oszlopatol. Ugy is definialhatoak a 1épesds alaka matrixok, mint mindazon matrixok,
amik megkaphatoak a csupa0 matrixbol az alabbi két 1épés tetszéleges sorrendben térténd, tetszélegesen
sokszori ismételt alkalmazaséaval. (1): egy M matrixhoz baloldalt hozzavesziink egy csupa0 oszlopot, ill.
(2): egy M matrixhoz balrél hozzéavesziink egy csupa0 oszlopot, majd a kibdvitett métrix tetejére egy
1-gyel kezd6ds (egyébként tetszsleges) sort biggyesztiink. Az aldbbi dbra hivatott szemléltetni a fenti
definiciokat.

4Ennek pontos jelentésével a masodik félevben fogunk megismerkedni; itt legyen elég annyi, hogy a most kévetkezd line-

aris algebra fejezetekben feltetelezziik ugyan, hogy a skalarokon valés szamokat értiink, minden tovabbi nélkiil miikédnek
az elmondottak komplex skalarokkal is.




Linearis egyenletrendszer (kibovitett) egyiitthatomatrix| lépcsés alak
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A redukdlt lépcsds alak olyan lépcsGs alak, aminek minden vezéregyesére igaz, hogy az adott vezére-
gyes az egyediili nemnulla elem a sajat oszlopdban, mas szoval a vezéregyesek felett is csak 0-k allhatnak
a matrixban.

Azt mondjuk, hogy (s1, s2, ..., $n) megolddsa a fenti linearis egyenletrendszernek, ha az 1 = s1, 22 =
S2,..., Ty = Sy helyettesités az egyenletrendszerben szerepls Gsszes egyenl@séget igazza teszi. A linearis
egyenletrendszer egyértelmien megoldhatd, ha pontosan egy megoldisa van. Célunk egy olyan mod-
szer keresése, aminek segitségével egy linearis egyenletrendszerrél eldonthetd, hogy létezik-e megoldasa,
ha létezik, akkor pedig a megoldas(ok) konnyen megtalalhat6(ak). Ezért olyan operaciokat vizsgélunk,
amik a megoldasok halmazat nem véltoztatjak, és segitségiikkel a linearis egyenletrendszer egy kénnyen
megoldhato, specidlis alakt linearis egyenletrendszerré alakithato. Célszert ezeket az operéciokat a (ki-
bévitett) egyiitthatomatrixon megadni. A kibgvitett egylitthatoméatrix elemi sorekvivalens dtalakitdsai
tehéat az alabbiak:

(1) két sor felcserélése,

(2) valamely sor elemeinek egy A\ # 0 szimmal torténd végigszorzasa, ill.

(3) valamely sornak egy maésik sorhoz valo (elemenkénti) hozzdadésa.

(4) (valamely sor konstansszorosanak hozzaadasa egy masik sorhoz)

(5) (csupa O-sor elhagyasa)

Allitas: Elemi sorekvivalens atalakitas soran a lin. egyrsz. megoldasainak halmaza nem valtozik.

Biz: Els6ként belatjuk, hogy az elemi sorekvivalens atalakitds utdn minden korabbi megoldés to-
vabbra is megoldas marad, azaz csupan annyi torténhet, hogy olyan 4j megoldasok keletkeznek, amik
korabban nem voltak megoldasok. Ez az allitas vilagos, ha meggondoljuk, mit jelentenek az egyes lépé-
sek az egyenletrendszer szempontjabol. (1) két egyenlet felcserélését, (2) egy egyenletnek egy nemnulla
szammal valo végigszorzasat, (3) egy egyenletnek egy masik egyenlethez valo hozzaadasat, mig (5) egy
0 = 0 egyenlGség elhagyasat jelenti. (4) esetén egy egyenlet konstansszorosanak egy masik egyenlethez
valé hozzdadasardl van szo, ami bar kozvetleniil is latszik, de megvaldsithato egy (2)-es, egy (3)-as, majd
egy (2)-es atalakitas egymasutanjaként is.

Ezt kovetSen azt kell igazolni, hogy egyik &atalakitas soran sem keletkezhetett j megoldés. Ezt
ugy bizonyitjuk, hogy mindegyik fajta atalakitasrol megmutatjuk, hogy (1),(2) és (3) atalakitasokkal
visszakaphatjuk az eredeti egyenletrendszert, tehat az tjonnan keletkezett megoldasok megoldjak az
eredeti egyenletrendszert is, igy 0j megoldas tényleg sehol sem léphetett be. (1) esetén ez vilagos, cseréljiik
ismét fel a megfelels sorokat, ami egy (1) tipust atalakitds. (2) esetén szorozzuk meg az adott sort 1-
val, ami egy (2)-es atalakitas, és az eredeti egyiitthatomatrixot adja vissza. Ha a (3)-as atalakitasban az
i-dik sorhoz adtuk hozza a j-dik sort, akkor szorozzuk meg a j-dik sort (—1)-gyel, adjuk hozza az i-dik
sorhoz, majd ismét szorzzuk végig a j-dik sort (—1)-gyel, mialtal visszakapjuk az eredeti matrixot, és
csak (2)-es ill. (3)-as atalakitast végeztiink. Lattuk, hogy a (4)-es atalakitas (2)-es és (3)-as atalakitasok
egymasutédnja, igy az allitas arra is igaz. Az (5)-0s atalakitasra az allitas kozvetleniil 1atszik, de ezt nem
fogjuk hasznalni a toviabbiakban. |

Miel6tt megmutatnank, hogyan érdemes hasznalni a fenti atalakitasokat, rogzitiink néhény matrixos
jelolést. Ha egy M matrixnak m sora és n oszlopa van, akkor azt mondjuk, hogy M egy m x n méreti
matrix. R™*" a valos, m x n-es méatrixok halmazat jeloli. (Ha R helyett C-t frunk, akkor komplex
métrixokrol beszéliink. Minden, amit ebben a fejezetben elmondunk, komplex matrixokra ill. komplex
egyiitthatos linearis egyenletrendszerekre is igaz. S6t: racionélisakra is.) Ha M egy matrix, akkor M;
jeloli az M maétrix i-dik sordt, M7 a j-dik oszlopat, M; pedig az (i,j) poziciéban 4ll6 elemét.

Tétel: Elemi sorekvivalens atalakitasokkal tetszéleges kibévitett egylitthatéméatrix lépesés alakra
hozhato.

Biz: Megadjuk a Gauss-eliminécié nevi eljarast, ami az (1), (2), (4) atalakitasok segitségével a
kibdvitett egytitthatoméatrixot lépcsés alakra hozza. Az algoritmus inputja tehat az M maéatrix, és az



algoritmus rekurziv, azaz idénként meghivja énmagét agy, hogy bemenete egy M-nél kisebb méreti
(konkrétan, egy M-nél kevesebb oszloppal rendelkezs) matrix. Az algoritmus kimenete egy, az M-bol
elemi sorekvivalens atalakitasokkal keletkezg 1épcsés alak.

Az M matrix Gauss-eliminacidja.

1. Ha M' = 0 (azaz M els6 oszlopa csupa 0), akkor hivjuk meg a Gauss-eliminéciét az M elss
oszlopanak elhagyasaval keletkezd M’ matrixra, és a kapott 1épcsds alak elé biggyessziink egy csupa0
oszlopot.

2. Egyébként (ha M! # 0), egy esetleges sorcserével ((1)-es dtalakités) érjiik el, hogy M{ # 0 legyen.

3. M (vagyis M elss soranak) végigszorzasaval (azaz a (2) lépéssel) érjiik el, hogy M{ = 1 legyen.

4. A (4) lépés segitségével érjiik el, hogy M} = 0 legyen minden i = 2,3, ... esetén. (,Kinullizzuk az
1-es alatti elemeket.”)

5. Hagyjuk el M els6 oszlopat és els§ sorat, és hivjuk meg a Gauss-eliminéciét az igy keletkezd
M’ részmatrixra. A kapott lépcsds alakot egészitsiik ki el6l egy csupal oszloppal, feliil pedig az imént
elhagyott sorral.

Ennyi az algoritmus. Az algoritmus véges szamu lépés utan véget ér, hiszen legfeljebb (kétszer)
M elemszamnyi miivelet elvégzése utan egy kevesebb oszlopbdl all6 méatrixra hivjuk meg az eljarast.
(Ezért az algoritmus Osszességében egy m x n méretdi matrixon 2mn? miveletet hajt végre.) Kénnyen
lathato, hogy az algoritmus egy m x 1 méretd matrix esetén nem hivja meg 6nmagat, hanem egy csupa0
oszlopot vagy egy olyan oszlopmatrixot ad, aminek fels§ eleme 1, a tobbi pedig 0. Tehat az algoritmus
az egyoszloptt matrixokat valéban lépcsds alakra hozza. Tegyiik fel, hogy ez igaz a legfeljebb n oszlopbol
allo méatrixokra, és Gauss-eliminaljunk egy (n + 1)-oszloptt métrixot. Ekkor rekurziv hivas kovetkezik,
ami az indukcio szerint 1épcsds alakot szolgaltat. Ezt egy csupa0 oszloppal és esetleg egy 1-essel kezd$d6
sorral kiegészive a kapott métrix nyilvan lépcsés alaki.

Annyi van hatra, hogy azt megmutassuk, hogy a Gauss-eliminacié altal szolgaltatott lépcsds alak
valéban elemi sorekvivalens atalakitasokkal szarmaztathaté M-bsl. Ehhez pedig mind6ssze annyit kell
észrevenni, hogy bar a rekurziv hivasok soran a Gauss eliminacié sordn hasznalt elemi sorekvivalens
atalakitasokat kisebb matrixokon hajtjuk végre, az id6kdzben elhagyott sorokat és csupal oszopokat
,odagondolva” azok nem véltoznanak a lépések soran. Tehdt amikor visszairjuk Gket, helyesen jarunk
el.? O

Azt kaptuk, hogy a Gauss-eliminacié barmely kibdvitett egyiitthatéméatrixot 1épcsés alakra hoz. Ha
redukalt 1épcsés alak a cél, akkor innen mar kénnyt dolgunk van: pontosan gy, ahogy a vezéregyesek
alatt kinullaztuk az oszlopokat, a vezéregyesek felett is megtehetjiik ugyanezt. Kénnyen lathato, hogy
kinullazés soran a lépcsGs tulajdonsag nem sériil, tehat ha minden vezéregyes feletti elemet kinullazunk,
akkor megkapjuk a redukalt 1épcsds alakot. Ez az alak alkalmas arra, hogy leolvassuk a megfeleld linearis
egyenletrendszer megoldasait.

A kibgvitett egyiitthatoméatrix egy sorat tilos sornak nevezziik, ha benne az egyiitthatérész csupa-
0, a kib6vits elem pedig nemnulla.® Vildgos, hogy a tilos sor egy olyan egyenletnek felel meg, hogy
0z1 + Ox2 + ...+ 0z, = b # 0, ahonnan azonnal adédik, hogy tilos sor felbukkanasa esetén nem létezik
az egyenletrendszernek megoldasa. Szabad paraméternek nevezziik a (redukalt) 1épcsds alak vezéregyest
nem tartalmazo oszlopdhoz tartozé ismeretlent. Az iménti megfigyelést altalanositja az alabbi tétel.

Tétel: Egy linearis egyenletrendszer pontosan akkor megoldhato, ha a (redukalt) lépcsds alakja nem
tartalmaz tilos sort. Tovabba, ha a linearis egyenletrendszer nem tartalmaz tilos sort, akkor a szabad

paraméterek értékének tetszéleges megvalasztasdhoz egyértelmien létezik megoldas.

Megjegyzés: A tétel elss része tgy is kimondhato, hogy az egyenletrendszer pontosan akkor megoldhato, ha a lépcsds alak
kib6vits oszlopa nem tartalmaz vezéregyest. Annak oka, hogy a fenti formét hasznaljuk az, hogy hangsilyosabba valjon, hogy egy
konkrét feladat (pl Gauss-eliminacioval t6rténé) megoldasakor egy tilos sor felbukkanasa azt jelenti, hogy nincs megoldas, tehat
nem érdemes tovabb dolgozni.

Biz: Lattuk, hogy tilos sor esetén nincs megoldas. Az, hogy tilos sor hidgnyaban van megoldas, a té-
tel méasodik mondatabol kévetkezik, elegendd tehét csak azt igazolni. Adjunk a szabad paramétereknek
tetszdleges értékeket, mondjuk py, po, ..., pr-t. Vizsgaljuk meg, milyen egyenlGségeknek felelnek meg a
redukalt 1épcsds alak egyes sorai. Ha az adott sorban nincs vezéregyes, akkor annak a 0 = 0 egyenl@ség
felel meg, ez nem tul izgalmas. Ha az x; vezéregyese van az adott sorban, akkor a megfelel egyenlGség
nem mas, mint x; +ai1p1 +azp2 +. .. +appr = b;, ahol az a;-k a szabad paraméterek i-dik sorbeli egyiitt-
hatoi. Tehéat a vezéregyesnek megfelel§ sorok tekinthetSek a megfelels x; ismeretlen egy (egyértelmii)
értékadasanak. A tétel innen azonnal adddik. g

5Ha irasban kell a Gauss-eliminaciét végrehajtani, akkor jobb, ha nem prébalkozzunk a fenti rekurziéval, hanem az
elhagyandé sorokat és oszlopokat tovabbra is akkuratusan kiirjuk.
6 A tilos sor a (redukalt) lépcsds alakban annak felel meg, hogy a kibévis oszlopban megjelenik egy vezéregyes.



Kov.: (1) A lineéaris egyenletrendszer pontosan akkor oldhaté meg egyértelmien, ha a (redukalt)
lépcsés alakban nem létezik sem tilos sor, sem szabad paraméter, azaz minden oszlopban van vezéregyes.

(2) Ha egy linearis egyenletrendszernek létezik és egyértelmii a megoldasa, akkor legalabb annyi
egyenlet van, mint ahany ismeretlen.

Biz: (1): Ha egyértelmt a megoldas, akkor nincs tilos sor, hisz létezik megoldas. Nincs tovabbéa szabad
paraméter sem, hisz az tetszéleges értéket felvehetne. Masfelsl, ha nincs tilos sor, akkor létezik megoldés,
és ha ezen tiulmenden szabad paraméter sincs, akkor azoknak csak egyféleképp lehet tetszdleges értéket
adni, igy az el6z6 tétel szerint a megoldéas egyértelmd.

(2): Ha egyértelmt a megoldas, akkor nincs szabad paraméter, vagyis minden oszlopban van vezére-
gyes, és ezek a vezéregyesek kiilonb6zd sorokban talalhatoak. A sorok szdma (azaz az egyenletek szdma)

tehdt nem lehet kisebb az oszlopok szaménal, vagyis az ismeretlenek szaméanal. O

Homogén linedris egyenletrendszernek neveziink egy egyenletrendszert, ha a kibdévitett egyilitthatomatrix jobb oldali oszlopa
csupa0, azaz a megfelel§ egyenletek mindegyikének O all a jobb oldalan. Vilagos, hogy egy homogén linearis egyenletrendszer
kibévitett egyiitthatéméatrixaban sosem keletkezhet tilos sor az elemi sorekvivalens atalakitdsok hatasara, hisz a jobboldal mind-
végig 0 lesz. Csakugyan: minden homogén linearis egyenletrendszernek létezik megoldasa, mégpedig az G.n. trividlis megoldds,
ami minden ismeretlennek 0 értéket ad. A nemtrivialis megold4s 1étezésének elégséges feltételét adja a kovetkez§ tétel.

Allitas: Ha egy homogén linearis egyenletrendszer t&bb ismeretlent tartalmaz, mint ahany egyenletet, akkor van nemtrivilis
megoldésa.

Biz: A kibdgvitett egyiitthatoméatrixnak tébb oszlopa van, mint sora, igy a legfeljebb sorszamnyi vezéregyes nem foglalhat el
minden oszlopot, tehat van szabad paraméter. Ezek értékeit nemnullanak véilasztva pedig nemtrivialis megoldast kapunk. 0

2.1. Koordinatageometria

A koordinatageometriai szamitasok egy lehetséges példa a lineéris egyenletrendszerek alkalmazasara.
Tudjuk, hogy a haromdimenziés tér pontjai egyértelmtien jellemezhetGek egy valdés szdmharmassal, mar
persze, amennyiben el6zetesen rogzitettiink egy derékszogl koordinatarendszert. Természetes kérdés,
hogy hogyan jellemezhetGek kiilonféle térbeli alakzatok, illetve azok metszetei. Térbeli alakzatokon most
a pontot, az egyenest és a sikot értjiik.

Tegyiik fel tehat, hogy S egy sik a térben, és n = (a, b, c) egy normal- - ?pi“pi“;a)
vektora, azaz egy olyan nemnulla vektor, ami az S sik minden egyenesére
merGleges. Legyen még p = (p1, p2, ps) az S sik egy pontja, és legyen az S’
stk az S sik (—p1, —p2, —p3) vektorral valo eltoltja, ami tehat tartalmazza \

g

az origot. Vilagos, hogy S’ pontjai pontosan az (x — p1,y — p2, 2 — p3) alaka
pontok lesznek, ahol (z,y, z) az S sik egy tetszsleges pontja.

Azt is tudjuk, hogy az S’ sik pontosan azokat a pontokat tartalmazza, amelyekbe az origobol mutato
helyvektor merdGleges az S’ (és igy az S) sik n normélvektoréara, azaz az (x — p1,y — p2,2 — p3) és az
(a, b, ¢) vektorok skalaris szorzata 0: a(z — p1) + b(y — p2) + ¢(z — p3) = 0. A sik egyenlete ennek alapjan
ax + by + cz = apy + bps + cp3 lesz, azaz pontosan azok az (x,y, z) koordinatakkal jellemzett pontok

lesznek S-ben, amik megoldjak az iménti egyenletet.
Ha egy e egyenes pontjait szeretnénk jellemezni, akkor kiindulhatunk

e egy p = (p1,p2, p3) pontjabol és az e egy nemnulla v = (v1, ve, v3) irdny-
vektorabol. Az e egyenes pontjai pontosan azok az (x,y, z) koordinataja
pontok lesznek, amik eldallnak (x,y,z) = (p1,p2,p3) + A(v1, v2,v3) alak-
ban valamely A € R esetén, azaz a koordinaték kielégitik az x — v1 A = pq,
Y — UaA = pg €8 z — vz = p3 egyenletrendszert, ami 3 egyenletbdl all és 4
ismeretlent (z,y, z,\) tartalmaz.

Ha ennek az egyenletrendszernek felirjuk a kibgvitett egyiitthatémaéatrixat, latjuk, hogy ez mar egy
redukalt 1épcsGs alak, ahol az z,y és z-nek megfelel6 oszlpokban vannak a vezéregyesek. Megtehets
azonban, hogy a kibgvitett egylitthatoméatrix oszlopait nem x,y, z, A sorrendben irjuk fel, és ekkor el-
végezhetd lesz a Gauss-eliminécié ugy, hogy a A ne szabad paraméter legyen, hanem az oszlopaban
vezéregyes alljon. Minthogy mi csak x,y, z-re akarjuk megoldani az egyenletrendszert, az az egyenlGség,
ami a \ vezéregyesének sordhoz tartozik, egyszertien elhagyhatd. Marad tehat 2 egyenlet, mindegyikben
csak x,y, z a valtozdk, és megoldasai pontosan az e egyenes pontjainak koordinatéai lesznek.

Lattuk tehat, hogy a sikot egy egyenlet, az egyenes pontjait két egyenlet irta le. Vilagos az is, hogy
a ,pont egyenlete” voltaképpen egy harom egyenletbdl 4llo linearis egyenletrendszer: a p = (p1, p2,p3)
ponthoz az @ = p1,y = ps2,z = p3 egyenletrendszer tartozik. Ha pedig a fent leirt halmazok (pont,
egyenes, sik) kozil néhanynak a kozos pontjait kell meghataroznunk, akkor az eljaras az lehet, hogy
mindegyik ponthalmaznak felirjuk az egyenlet(rendszer)ét, ezeket egy kozOs egyenletrendszernek te-
kintve, azt Gauss-eliminaciéval megoldjuk. Ha nincs megoldés, akkor a metszet értelemszertien iires,
egyébként a redukélt lépcsés alakban szerepld egyenletek szamatol fiiggGen a megoldas egy pont, egy
egyenes vagy éppen egy sik lesz.

r= (U11U21U3)
p = (1, P2, P3)




3. Vektorterek

Def: A V halmazt R feletti vektortérnek mondjuk?, ha
(1) (V,+) kommutativ csoport, azaz az Osszeadéasra az alabbi azonossagok igazak
Yu,v,w € V esetén (61) u+ (v+w) = (u+v) + w, (62) u+v=v+u,

(63) létezik 0 € Vi u+ 0 = u, (64) létezik —u € V', amire u + (—u) =0
(2) A skalarral valo szorzésra az alabbi szorzdsaxiomaék teljesiilését kivanjuk meg: VA, k € R, Vu,v € V

(s721) A+ Kr)u=Au+ku,  (s22) Mu+v) = u+ v, (s23) (Ak)u = Aku), (s74) lu=u

Megjegyzés: A fenti definicio val6jaban a valds vektortér definicioja. Ha az R halmaz helyett Q
vagy C allna, akkor beszélhetnénk raciondlis ill. komplex vektortérrdl. A vektortér skalarjaitol az elvaras,
hogy rajtuk legyen egy Osszeadas és egy szorzasmiivelet, mellyel t.n. testet alkotnak. A testekkel késGbb
foglalkozunk, itt elegendd a valds vektorterekre koncentralni.

Példa: (1) R (és minden test) vektortér onmaga felett.
(2) A sikbeli (térbeli) vektorok vektorteret alkotnak R felett.
(3) A valos szamokbol alkotott n hosszi sorozatok is vektorteret alkotnak R felett, ahol (z1, 22, ..., zy)+
(Y1,Y2, - Yn) = (x1 + v1, 22 + Y2, .. ., Tn + Yn), illetve A(z1, 22,...,2,) = (A1, Az, ..., Axy). Vilagos,
hogy az (1) ill. (2) példak a (3) speci4lis esetei n =1 ill. n = 2, 3 esetén.
(4) Az n x k méretd (valos) matrixok is vektorteret alkotnak R felett, ha az Gsszeadast elemenként, a
skalarral valo szorzést pedig az Osszes matrixelem végigszorzasaként értelmezziik.
Az n =1 eset épp az el6z6 példat adja.
(5) A valds polinomok is vektorteret alkotnak R felett, a legfelejebb n-edfokt polinomok szintén.
(6) A valos szamok mindegyikéhez egy valos szamot rendels (f : R — R tipust) fliggvények R felett
vektorteret alkotnak, ahol az 6sszeadés az (f+g)(z) := f(x)+g(x), a skalarral szorzés pedig a (A f)(x) :=
A - f(z) azonossaggal értelmezhetd.

Tétel: Ha V egy valés vektortér, akkor az (1) \0=0 VAeR, (2)0v=0 YveV,
B) (-Hv=—-v YveV, (4) Aov=0= (A=0vagy v=0) teljesiilnek.

Biz: (1): 0 = A0+(—X0) = A(0+0)+(—X(0)) = (>\0+A0) (—A0) = A0+(A0+(—A0)) = A0+0 = \O.
(2): 0 =00+ (—0v) = (04 0)v + (—0v) = (0v 4 0v) + (—0v) = Ov + (0v + (—0v)) = 0v + 0 = Ov .

B): (1o = (=)o +0 = (=)o + (v + (=v)) = (v +v) + (-v) = (v + 1v) + (-v) =
1-1v+(—v) =0+ (—v) =0+ (—v) = —v.

(4): Lattuk, hogy A = 0 ill. v = 0 esetén /\v = 0. Tegyiik fel most, hogy Av = 0, és A\ # 0. Azt kell
igazolnunk, hogy v = 0. Tessék: 0 = +0 = 1 (\v) = (3A)v = 1o = v. 8 O

Def: A W C V részhalmaz a V valos vektortér altere, ha W is valés vektortér a V' vektortér
miveleteire. Jelolése: W <V .

Példa:

Tétel: Ha V vektortér, akkor ) # W C V pontosan akkor altere V-nek, ha zart a vektordsszeadasra
és a skalarral val6 szorzésra.

Biz: Vilagos, hogy ha W altér, akkor sem a vektorisszeadas, sem a skalarral valo szorzis nem vezethet
ki W-bdl. Az elégségességhez figyeljiik meg, hogy a miveletek zartsagabol azonnal adédnak az (61,62),
ill. az (sz1, s72, sz3, sz4) axiomék, igy csupan (63,64)-t kell ellendrizni. Mivel () = W, ezért létezik egy
w € W, ahonnan —w = (—1)w € W a skalarral szorzas zartsaga miatt. Innen pedig 0 = w+ (—w) € W,
tehat (63,04) is teljesiil. O

Def: Legyen V valos vektortér. A vy, ve, ... v, vektorok linedris kombindcidja a 2?21 AiU; = A1 +
Aav2 + ...+ Apvy, vektordsszeg, ahol \; € R. A Y1 | \v; lin. komb. trividlis, ha V); = 0.

Def: Azt mondjuk, hogy a v € V vektort generdlja a V vektortér U részhalmaza, ha v el6all U
néhany (véges sok) vektoranak linearis kombinaciojaként. (Azaz, ha létezik egy n € N szam, és léteznek
U1, Uz, . .., u, € U vektorok ugy, hogy v = >~ | \;u; teljesiil alkalmas \;-ket valasztva.) Az U részhalmaz
generalta vektorok halmazat (U) jeloli. Egy g1, g2, ...gn véges vektorrendszer altal generalt vektorok
halmazat (g1, 92, ... gn)-vel jeloljik. Az U C V halmaz generdlja a W <V alteret, ha minden vektorat
generélja, azaz, ha W C (U). Ha ezen tul még U C W is teljesiil, akkor U-t a W generdtorrendszerének
mondjuk.

A linearis kombinacié valojaban annak a ténynek pontos leirdsa, hogy vektorok egy adott U halma-
zabol a vektortér miveleteinek segitségével hogyan lehet elGéllitani egy tjabb v vektort. Ilyenformén
(U) nem més, mint mindazon v vektorok halmaza, amiket megkaphatunk az U elemeibél a vektortér

"R elemeit skaldroknak nevezziik

8(3) és (4) bizonyitasahoz sziikség volt az (sz4) axiomara is. Ha ez az axioma nem lenne, akkor modosithatnank egy
tetsz6leges vektortéren a skalarral valo szorzast tgy, hogy Av := 0 teljesiiljon minden A € R és minden v € V esetén. Az
igy kapott struktara az (sz4) kivételével minden vektortéraxiomat teljesit.



miiveleteinek alkalmazaséaval. Ezen szemlélet szerint (U) bizonyosan zart a mtiveletekre, igy korabbi tétel
szerint altér. Ezt be is bizonyitjuk az alabbiakban.

Tétel: TetszGleges vektorrendszer altal generalt vektorok alteret alkotnak, azaz (U) < V barmely
U C V esetén.

Biz: A miveletekre valo zartsagot kell ellendrizniink, azaz, hogy U néhény elemének egy line-
ris kombinaci6 Gsszege is linedris kombinécio. Az els6 esetben legyen v := Y I  Aju;, ekkor v =
)\()\1’[1,1 + )\2’(,&2 —+ ... )\nun) =\ /\1u1 + A AQUQ + ...+ A /\nun = Z?:l )\)\zuz, ami valoban lineéris
kombinacio. Az dsszeg esetén legyen v = > | \u; az egyik, ill. w = Z;n:k kju; a masik linearis kombi-
nécio. Feltehetjiik, hogy k& < n olyan, hogy az ug, ugy1, .. . u, vektorok kézosek a két felirasban, a tobbi
vektor pedig nem. Ekkor a linearis kombinéciok atrendezésével (az (61, 62) illetve az (szl) axiomék
felhasznalaséval) a v +w = Zf:_f At + > (N + Ki)ug + Z:lnﬂ kiu; alak adodik, ami szintén egy
linearis kombinécio, és ilyenforman v +w € (U) . O

Def: A vy,v9,...,v, vektorrendszer (linedrisan) fiiggetlen, ha csak a trivialis linearis kombinaciojuk
allitja el6 a 0-t, azaz, ha Y ;" \jv; = 0 = VA; = 0. A fenti rendszer (linedrisan) dsszefiiggd, ha nem
lin.f‘gn, azaz, ha a 0 el6all nemtriv. lin. komb.-ként is: Y. | A\;u; =0, és \; # 0 valamely i-re.”

Allitas: A vy, vs, ..., v, vektorrendszer pontosan akkor fiiggetlen, ha egyik vy sem all el a maradék
v; vektorok linedris kombinéciojaként.

Biz: Vilagos, hogy ha vy = Z#k Aiv;, akkor a 0 = Z#k Aiv; + (—1) - v egy nemtrivialis linearis
kombinécio, hiszen vy egyiitthatéoja —1. Ha tehat vy elGall linearis kombinacioként, akkor a rendszer
Osszefliggs. Masfelsl, ha {vy,ve,...,v,} Osszefiiggd, azaz nem lin. ftn, akkor a 0 el6all nemtrivialis
linearis kombinacioként, pl. 0 = Y7 | A\;v; alakban, ahol (mondjuk) A # 0. Ekkor dtrendezéssel \yvy, =
Z#k —\;v;, ahonnan vy = /\—1,6 Z#k —\iv; = Z#k fi—;vi adodik, ami épp vy elGallitasa a maradék
vektorok lineéris kombinaciojaként. O

Def: A {b1,ba,...,b,} vektorrendszer a V vektortér bdzisa, ha lin. ftn. és generélja V-t.

Tétel: A {by,bs,...,b,} pontosan akkor bazisa V-nek, ha Vv € V egyértelmden all el§ a b;-k lin.
komb.jaként.

Biz: Tegyiik fel, hogy {b1,bo,...,b,} béazis. Ekkor V minden vektora elgall linearis kombinaci-
oként, hiszen a bézis generdtorrendszer. Azt kell latnunk, hogy a linearis kombinacioként torténd
felirds egyértelmd. Tegyiik fel, hogy v = Y7 Nibi = >, k;b; két felirds. Ekkor atrendezéssel
0 =>" Nbi — > i kibi = Y i (A — ki)b;, ahonnan a b; fiiggetlensége miatt \; — k; = 0 kovet-
kezik minden i-re. Eszerint \; = k1, Ao = Ko, ..., \n, = Ky, tehat a felirds csakugyan egyértelmd.

Most tegyiik fel, hogy a V' barmely eleme egyértelmien allithato els a by, bo, . .., b, vektorok linea-
ris kombinéciojaként. E vektorok tehat generatorrendszert alkotnak, csak a linearis fiiggetlenséget kell
ellendrizni. Ha linearisan Osszefiiggsek lennének, akkor valamelyikiik (mondjuk by) el6allna maradék
vektorok linearis kombinaciéjaként, de ez ellentmondas, ugyanis by nem &allna el§ egyértelmten, hisz

b = 1- by egy, az emlitettdl kiillonbo6zs elGallitas lenne. O
Def: Az u € V vektor B = {by,ba,...,b,} bdzis szerinti koordindtdi «y,as,...,an, ha u =

o1

i asbi. Az w B szerinti koordindtavektora az [u]p := ( : > oszlopvektor.
Qn

Def: A V vektortér dimenzidja a V egy tetszdleges B bazisanak elemszama.

Kicserélési tétel: Ha F = {f1, fo,..., fu} ftn é&s G = {g1, 92, ..., gr} generadlja V-t, akkor tetszdle-
ges fi-hez (i =1,2,...,n) létezik g; (j =1,2,...,k) ugy, hogy F'\ {f;} U{g;} fliggetlen.

Biz: Indirekt bizonyitunk, azaz feltessziik, hogy valamelyik f;-hez nem létezik g;. Rogzitsiik ezt az f;-
t, és vizsgaljuk meg, mit jelent az, hogy F\{fi}U{g;} nem linearisan figgetlen. Mivel F'\ { f;} linearisan
fiiggetlen, ezért ha F'\ {f;} U {g;} egy nemtrivialis line4ris kombinéaciéja 0-t ad, akkor g; egyiitthatdja
nemnulla, azaz g, el6allithato az f\ { f;}-beli vektorok linearis kombinacidjaként. Ez minden g; vektorra
igaz, tehdt g1, 92,...9x € (F \ {fi}). Ekkor azonban a g;-k altal generalt vektorokat is generaljak az
F\ {f:}-beli vektorok (hiszen a generélt altér zart a miveletekre, igy a linearis kombinéciora is), tehét
fi € (91,92, ... 9x) C (F\{fi}), ahol az elsG relacio6 a g;-k generatortulajdonsagabol adodik. Azt kaptuk,
hogy f;-t generdljak a maradék F-beli vektorok, ami ellentmond F fiiggetlenségének. O

Kov.: Ha f1, fa,... fn linedrisan fliggetlenek és a g1, go, . . . gr vektorok generaljak V-t, akkor n < k.

Biz: A kicserélési tétel altal biztositott modon (tehat a fliggetlenség megtartasaval) cseréljiik ki
sorban az fi, fa, ..., fn vektorokat egy-egy g;-re. Az f,, cseréje utan egy olyan n vektorbél all6, linedrisan

9Teljesen hasonléan definialhaté egy U C V részhalmaz linearis fiiggetlensége is, de mi megelégsziink a fentivel annak
okéan, hogy csak olyan vektorterekkel fogunk részletesebben foglalkozni, amikben minden linearisan fiiggetlen halmaz véges.
(Mas szoval: a szamunkra érdekes vektorterek barmely végtelen halmaza linearisan sszefiiggs.)
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fiiggetlen rendszert kapunk, amiben minden f; helyett egy-egy g; all. Ha két kiilonb6zs f; helyére
is ugyanaz a g; keriil, akkor a kapott rendszer nem lesz fiiggetlen: az egyik g;-nek 1, a masiknak —1
egylitthatot adva (a tobbit pedig 0-nak valasztva) egy 0-t ad6 nemtrivialis, linearis kombinaciot kapnank.
Tehat a becserélt g;-k mindegyike kiilonb6z6, igy a g;-k szdma legalabb akkora, mint az f;-ké. O

Kov.: Vektortér barmely két bazisa azonos elemszamu. A dimenzi6 fogalma joldefinialt.
Biz: Legyenek B; és By a V tér bazisai. Mivel B; ftn, és Bs generatorrendszer, ezért az elézd
kovetkezmeény miatt |By| < |Bs|. Bs fliggetlenségébdl és By generatortulajdonsagabol pedig |Be| < |Bi]
|

adédik, ahonnan az allitas régtdn kovetkezik.

Megjegyzés: Jegyezziik meg, hogy a fent kimondott allitdsok olyan vektorterekre vonatkoznak, amik végesen generdltak,
azaz létezik véges generdtorrendszeriik. Nem minden vektortér ilyen: nem végesen generalt pl a valés polinomok vektortere, vagy
az azt altérként tartalmazo valos fiiggvények vektortere sem. Bar a nem végesen generalt vektorterek matematikaja legalabb olyan
érdekes, mint a végesen generaltaké, mi megelégsziink azzal, hogy a tovabbiakban csak az ut6bbi tipusiakkal foglalkozunk. (igy
pl. a bazis mindig egy véges halmazt fog jelenteni.)

Tétel: Ha F' C V ftn és a G C V halmaz generélja a V (végesen generalt) vektorteret, akkor léteznek
F C By ill. By C G bazisok. Mas széval: ha a V' vektortér végesen generélt, akkor tetszéleges linedrisan
fliggetlen részhalmaz kiterjeszthets a teljes tér egy bazisava, ill. tetszdéleges generatorrendszer tartalmaz
egy bazist.

Biz: Legyen G’ = {g1,92,...,9x} a V vektortér egy véges generatorrendszere! ,Hizlaljuk fel” az F
halmazt gy, hogy egyesével megprobaljuk G’ soron kovetkezs elemét hozzavenni a méar eddig felhizlalt
halmazhoz, arra iigyelve, hogy csak akkor vessziik be az aktudlis g;-t, ha a keletkez6 halmaz ezaltal line-
arisan fiiggetlen marad. Legyen By az 0sszes G'-beli ellenérzése utan kapott felhizlalt halmaz. Vilagos,
hogy F' C By, tovabba, hogy B; fliggetlen. Azt kell csupan igazolni, hogy B; generalja V-t. Ez abbol ko-
vetkezik, hogy By generalja a G’ generatorrendszer minden elemét. Ha ugyanis g; € By, akkor ez vilagos,
kiilonben pedig g; ellenérzésekor egy ftn rendszerbdl linedrisan Gsszefiiggst kaptunk g; hozzavételével,
tehat g; mar elGallt egyszer az aktudlis fiiggetlen halmaz elemeinek linearis kombinaciojaként. Igy elsall
a kibgvitett B; halmaz elemeinek linedris kombinacidjaként is. Marpedig, ha B; a G’ minden elemét
generalja, akkor minden G’ altal generalt vektort is general, azaz a teljes vektortér generatorrendszerét
kaptuk.

A B, bazis elgéllitasahoz valasszuk ki G egy tetsz6leges nemnulla elemét, mondjuk b1-t. Ha (b1) =V,
akkor kész vagyunk, hisz maris taldltunk egy bazist. Tegyiik fel, hogy G-bdl mar korabban kivalasztot-
tuk a by,ba,..., b linearisan fliggetlen elemeket. Ha (by,bo,...,b;) = V, akkor kész vagyunk, hisz egy
linearisan fliggetlen generatorrendszert talaltunk. Egyébként (by,bs,..., b)) # V = (G), tehat létezik
G-nek olyan eleme (mondjuk b;41), ami nem all el§ a by, ba,...b; elemek linedris kombinaciojaként.
A lineéris fiiggetlenségre kordbban bizonyitott Osszefiiggés alapjan ekkor by, ba, ..., b, bj11 is linedrisan
fiiggetlen lesz. Mivel G’ a V tér egy k-elemt generatorrendszere, minden lineédrisan fliggetlen rendszer
legfeljebb k-elemii lehet, tehat a fenti bvitést legfeljebb k-szor tudjuk megtenni. Eszerint legkéssbb a
k-dik 1épésben a b; vektorok generaljak a teljes V teret, azaz megkaptunk egy Bs C G bézist. O

Allitas: (1) U <V = dimU < dim V. (2) Az alabbi 5 allitas ekvivalens.

(a) dimV =n <= (b) In-elemi ftn, és minden n-elemd ftn bazis <= (c) In-elemd generarorrsz., és
minden n-elemd gen.rsz. bazis <= (d) In-elemt ftn, és barmely (n + 1) vektor 6f <= (e) In-elemii
gen.rsz., és A(n — 1) elemi gen.rsz.

Biz: (1): Legyen B az U altér egy bazisa. Mivel B fiiggetlen V-ben, ezért B kiegészithets V béazisava,

tehat V bazisanak legaldbb annyi eleme van, mint U-énak.

(2): (a) = (b): Ha dim V' = n, akkor létezik n-elemt bazis, ami egy n-elemii linearisan ftn generatorrendszer. Létezik tehat
n-elemi ftn. Ha F egy n-elemii fiiggetlen, akkor az létezik F-t tartalmazo6 bazis, de a bazisok elemszaméanak egyenlGsége miatt ez
csak F' lehet.

(b) = (c): Létezik n-elemd fiiggetlen, gy minden generatorrendszer legalabb n-elemd. Mivel létezik n-elem béazis, ezért ha
G egy n-elem( generatorrendszer, akkor barmely G 4ltal tartalmazott bézis is n-elemd, tehat az csakis G lehet.

(c) = (d): Létezik n-elem( generatorrendszer, ezért nem létezhet legalabb (n + 1)-elemi fiiggetlen. Azt is tudjuk, hogy létezik
n-elemi bazis, ami egyuttal egy n-elemii ftn.

(d) = (e): Mivel van n-elemii fiiggetlen, minden generatorrendszer is legalabb n-elemt. Ha pedig G egy generatorrendszer,
akkor az altala tartalmazott bazis nem lehet legalabb (n + 1)-elemd, hisz barmely n + 1 elem &f.

(e) = (a): A vektortér dimenzi6ja nem més, mint egy olyan generatorrendszerének elemszama, amely generatorrendszer nem
tartalmaz valodi részhalmazként generatorrendszert. Az (e) feltétel szerint ez csakis n lehet. O

4. Linearis leképezések

Def: Az U,V valos vektorterek kézott hatd A : U — V fuggvény egy linedris leképezés, ha
(1) A(u+v) = A(u) + A(v) Yu,veU ill.  (2) AQu) =MA() YAeT, YVuelU  teljesiil
Lineérisnak tehat a mtvelettarto leképezést nevezziik. Konnyen lathato, hogy az (1,2) tulajdonsagok
helyett megkivanhatnank az alabbi tulajdonsagot:
(3) A(/\’U, + [L’U) = )\.A(u) + ,LLA(’U) Vu,v € V,V\, u € R. Ha ugyanis A linearis, akkor A(Au + pv) =
AAu) + A(pv) = AMA(u) + pA(v). Méasrészt ha (3) fenall, akkor X = = 1 esetén (1), mig p = 0 helyettesitéssel (2) kdvetkezik.
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Azt is egyszertien (n szerinti indukcidval) adodik, hogy (3) ekvivalens a formélisan tobbet kivano
(3) A(Z?:l /\zvz) = Z?:l AZ.A(’UZ) Vn € N,V’Ul, V9,...,0pn € ‘/,VAl, )\2, ceey )\n R
feltétellel. Eszerint a linearis leképezés nem més, mint olyan leképezés, ami tetszéleges lineéris kom-
binaciot a képek ugyanolyan egyiitthatos linearis kombinacidjaba képez. Az U és V kozotti linearis
leképezések halmazat Hom(U, V) jeloli. Az A : V — V (azonos terek kozott hato) linearis leképezést
linedris transzformdcionak hivjuk.

Példa: (1) A sikvektorokon az x tengelyre vetités,
2) a sikvektorokon az orig6 koriili (nyajtva)forgatas,
3) a sikvektoroknak egy origon dtmend egyenesre tiikrozése,

)

e . ) . b b 02— .
a 2 x 2-es matrixokhoz 2 x 3-as matrixok hozzarendelése (i d) — (d 2 ey a) szerint,

5) A polinomok vektorterén a derivéiléas, azaz p(x) — p’(z). A mivelettartas a derivalas azonossagai
miatt igaz: (p + ¢)'(x) = p'(x) + ¢ (2). ill. (Ap)'(x) = Ap'().

Allitas: A linearis leképezés egyértelmiien meghatarozhaté a baziselemek képeinek megvalasztasa-
val. Pontosabban: Ha U és V valés vektorterek, az uq,uq,...,u, vektorok az U bazisat alkotjak és
v1, Vs, ..., Uy, tetszGleges, V-beli vektorok, akkor pontosan egy olyan A € Hom(U, V) linearis leképezés
létezik, amire A(u;) =v; Vi.

Megjegyzés: A fenti allitas egyik haszna, hogy segitségével konnyen meg tudunk adni egy lineé-
ris leképezést (t.i. egy tetszGleges bazis vektorainak képét kijelolve), és ez remekiil jon, ha valamilyen
specidlis tulajdonsagot kielégits linearis leképezést kell konstrualnunk példaul a zh-ban.

Biz: Tegyiik fel, hogy létezik a kivant linearis leképezés, megmutatjuk, hogy egyértelmii. Legyen
ugyanis u € U tetszdleges vektor. Ekkor u egyértelmien all el§ az U adott bazisanak linearis kombinacio-
jaként, mondjuk w = Y[ | A;u; alakban. Ekkor A feltételezett linearitasa miatt A(u) = A" Aiw;) =
Yo NA(u) = D01 Ay, tehat (ha A valoban létezik, akkor) A(u) egyértelmten meghatarozott.

Csupan azt kell ezek utan bebizonyitani, hogy az imént definialt A leképezés linearis, azaz miivelet-
tarto. Legyen mondjuk uw = Y"1 | Niug, v =Y i piu; és A € R. Az sszeadasra az adodik, hogy
Alu+v) = AQTL, Niwg + 3070 paw) = AT Niwg + piwg) = AT (N + pa)ui) = 10300 (N +
pi)vi =350 Nivi + pivi = 350 Nivi + 300 pivi =" 0A(u) + A(v),

ill. .A()\ u) - A()\ Z?:l )\lul) - A(Z?:l )\)\luz) =10 Z?:l )\)\ivi = )\Z?Zl )\ivi = )\A(u) . O
Def: Az A : U — V linearis leképezés magtere KerA := {u € U : A(u) = 0},

képtere pedig ImA := {A(u) :u € U} .

Szavakban: a magtér mindazon U-beli vektorokbdl all, amik a V' tér nullvektoraba

képzddnek, a képtér pedig a V' tér mindazon elemeinek halmaza, amik elgallnak va-

lamely U-beli vektor képeként. (Ld. az dbréat.)

Példa: A linearis leképezésre adott korabbi példéakban (1) az a tengelyre vetités-
nél a képtér az x, a magtér az y tengely, (2-3) az origd koriili (nyujtva)forgatas ill.
origén athaladé tengelyre tiikrozéskor a képtér a teljes sik, a magtér pedig egyediil az
origbt tartalmazza.

A (4)-beli 2 x 2-es matrixok leképezésekor rendre az (z 0y ) ill. a (Qi 8) alakt méatrixok alkotjak

z z 3z
a képteret ill. a magteret.

Az (5) derivalas esetén a képtér az Osszes valos polinom halmaza (hisz minden polinomnak van
primitiv fiiggvénye, ami polinom), a magtér pedig a konstans polinomok halmaza.

Allitas: Ha A € Hom(U,V), akkor KerA < U és ImA < V, tehat a magtér ill. képtér neviikhoz
méltéan egyarant alterek.

Biz: Elegend§ azt igazolni, hogy mindkét halmaz zart a miiveletekre. A magtér esetén, ha u, v € KerA
és A € R, akkor A(u+v) = A(u) +A(v) =0+0=0, azaz u+v € KerA, ill. A(Au) = AA(u) = \0 =0,
tehat A\u € KerA. A képtérre pedig tetszdleges A(u), A(v) € ImA és A € R mellett A(u) + A(v) =
A(u+v) € ImA, ill. AMA(u) = A(Mu) € ImA adodik. O

Dimenziététel: Ha A : U — V lin. lekép., akkor dim KerA + dim ImA = dim U.

Biz: Legyen B’ := {b1,ba, ..., b} a Ker A vektortér egy bazisa. Mivel B’ fiiggetlen az U vektortérben,
ezért létezik U-nak egy B’-t tartalmazo bazisa, mondjuk B = {b1,ba, ..., bk, bkt1,...,b,} . Vilagos, hogy
dimKerA = k és dimU = n, igy azt kell csupan igazolni, hogy dimImA = n — k. Ezt ugy bizonyitjuk,
hogy megmutatjuk, hogy az A(bg11), A(bg+2), ..., A(b,) vektorok az ImA tér egy bazisa. Azt kell tehat
igazolununk, hogy az emlitett vektorok generdlnak minden Im.A-beli vektort, raadasul fiiggetlenek. Le-
gyen tehat A(u) a képtér egy tetsz6leges vektora. Legyen az w = Y | \;ib; az u elGéllitdsa a B bazisban.
Ekkor A(U) = A(Z?:l )\zbz) = Z?:l )\Z.A(bz) = Z?:kJrl )\Z.A(bz) hiszen A(bl) = A(bg) =...= A(bk) =

0, tehat valoban generatorrendszerrel van dolgunk. A linearis fiiggetlenséghez tegyiik fel, hogy a 0 el6all

107tt hasznaljuk, hogy A-t hogyan definialtuk a bazis linearis kombinacidin.
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linearis kombinacioként: 0 = 27" N A(b;) = A(DSI, ) Aibi), tehat w == 377 | A\ib; € KerA. De
ekkor az u vektor felirhat6 a B’ bézisban, azaz a by, bs,...b; vektorok linearis kombinaci6jaként is:
U= Zle pibi = Y11 Aibi, ahonnan 0 = Zle(fui)bi + > i1 Aibi, ami a B bazis linearis fiigget-

lensége miatt csakis trivialis linearis kombinacié lehet. Eszerint A\yy1 = Apyo = ... = A, = 0, azaz a
kiindulasi linearis kombinacio is trivialis volt, a szébanforgé rendszer valéban fliggetlen, igy csakugyan
az ImA tér bazisa. |

Def: Az A : U — V leképezés izomorfizmus ha lineéris (azaz A € Hom(U,V)) és bijekcio (azaz
kolcsonosen egyértelmii). A R feletti U és V' vektorterek izomorfak, ha létezik koztiik izomorfizmus.
Jelolése: U =2 V.

Allitas: (1) Az A: U — V lin. lekép. (izomorfizmus) <= KerA = {0} és ImA = V.

(2) Ha dimV = n, akkor V' = R™. (3) Ha U,V R feletti, végesen generalt, valos vektorterek, akkor
dmU =dimV <= U=V.

Biz: (1): =: Ha A izomorfizmus, akkor bijekcio, igy ImA =V, és a dimenziotétel miatt dim KerA =
0, ahonnan KerA = {0}.

<: A kolesonos egyértelmiiséget kell igazolni. Minden elem el6all képként, hisz ImA = V. Ha A(u) =
A(v), akkor 0 = A(u) — A(v) = A(u—v), azaz u—v € KerA, tehat 0 = u— v, vagyis u = v. Azt kaptuk,
hogy A csakugyan kolesonosen egyértelm.

(2): Legyen B a V vektortér egy (n-elemt) bazisa. Kénnyen lathatd, hogy ha minden V-beli vektornak
megfeleltetjiik a koordinatavektorat (sorvektorként felirva), akkor egy bijektiv linearis leképezést kapunk
R™-be, és ez bizonyitja az izomorfiat.

(3): (2) alapjan U @ R™ > V, ami azt jelenti, hogy U < V. O

4.1. Linearis leképezések matrixai

A linearis leképezések tanulmanyozasanak fontos eszkoze a hozzajuk rendelt matrixok vizsgalata.
Def: Legyen A € Hom(U, V) linearis leképezés, By = {u1,us,...,un} az U, Bs = {v1,v2,...,0m}
pedig a V bazisa. Az A leképezés mdtrizdt a By és Bs bazisokban az aldbbi médon irjuk fel:
[A]g; = ([A(u1)] By [[A(u2)] By | - - - [[Alun)] By ), azaz egy olyan m X n-es matrixrol van sz6, aminek i-dik
oszlopa az u; bazisvektor A(u;) képének koordinatavektora. Masképpen kifejezve, ha u; képe A(u;) =
>oity Now; alakban all el6 a By bazisban, akkor az [A]5! matrix j-dik soranak i-dik eleme Ai lesz.
Nézziik meg, hogyan kaphatjuk meg a leképezés matrixanak ismeretében egy u vektor koordinéta-
vektorabol az A(u) vektor koordinatavektorat. (Ertelemszertien a By ill. By béazisban felirt koordina-
tavektorokrol beszéliink.) Meg kell hatdroznunk tehat, hogy egy w = Y., u; vektor képét hogyan
irhatjuk fel a vq,...v,, bazisban. Hat lassuk:
Aw) = AL wiw) = iy mAw) = YL (T Nvy) = S Y (M) =
PED SR IPVITED DHUEETD DRI VD DO DAY IR IS tehét a keresett koordinatavektor egy
olyan, m-elemi oszlopvektor, aminek j-dik koordinataja >, pi;. Ez motivélja a matrix és oszlopvek-

s sz
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Def: Ha A = (X)) egy m x n méretd matrix (azaz A j-dik soranak i-dik eleme \}), és u = < : >
egy m-méretii oszlopvektor, akkor az A matrix Gsszeszorozhat6 az u vektorral, a szorzat egy m—mél;etfi
oszlopvektor, aminek j-dik eleme éppen 2?21 Aé-ui. Vegyiik észre, hogy ez a j-dik elem nem maés, mint
az A matrix j-dik soranak és az u oszlopvektornak a skalaris szorzata, azaz A; - u. Ezt a tulajdonsagot
szokés a sor-oszlop szorzas kifejezéssel illetni, amin azt értjiik, hogy a szorzat egyes koordinatait agy
kapjuk, hogy a megfelels sorvektort skalarisan 6sszeszorozzuk a megfelel§ oszlopvektorral.

Megjegyzés: Szokas a fenti definiciot a kalapboél el6huzni, és megfigyelni, hogy milyen pompéasan
alkalmazhatd a linearis leképezések esetén. A mi felépitésiinkben maga a definicié szarmazott abbol, hogy
megfigyeltiik, hogyan kapjuk meg a kép koordinatavektorat az eredeti vektor koordinatavektorahol. Az
alabbi allitas tehat kovetkezik a definicié el6tt elhangzottakbol.

Allitas: A € Hom(U,V), B; C U és By C V bézisok = [A(u)]p, = [.A]g; [u]p, Yu € U. (Tehat,
ha a linearis leképezés méatrixat megszorozzuk egy w vektor koordinatavektoraval, akkor u képének
koordinatavektorat kapjuk.)

Megjegyzés: A fenti tétel lényege, hogy ha rogzitjiik az U és V terek egy-egy bazisat (és ezaltal e
vektorterek vektorait azonosithatjuk a koordinatavektoraikkal), akkor a lineéris leképezésekre gondol-
hatunk tgy is, mint (dimV x dim U) méret méatrixokra, magéra a linearis leképezésre pedig, mint a
megfelel§ matrixszal vald szorzasra.

A lineéris leképezések Hom(U, V') halmazan miveleteket is értelmezhetiink.
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Def: A, B € Hom(U, V) és XA € R-re (A+B)(u) := A(u) + B(u) ill. (AA)(u) := A(A(u)) definidlja az A+ B, A\ A leképezéseket.
Megfigyelés: Ha A, B € Hom(U, V) és A € R, akkor A+B, A\A € Hom(U, V'), azaz linearis leképezések dsszege és skalarszorosa

is line4ris leképezés. E miveletekkel Hom(U, V) szintén valos vektortér, és ez a vektortér izomorf a dim V' x dim U méret( valds
matrixok alkotta vektortérrel. Konkrétan, A+ B matrixa [.A]ﬁ; + [B]ﬁ;, AA métrixa pedig )\[A]g; lesz, ahol By az U és Bo pedig

a V egy bézisa. (Tehat dsszegleképezés matrixa a megfelel§ matrixok osszege, skalarszoros leképezésé pedig a matrix skalarszorosa
lesz.)

Biz: (A+B)(u+v) = A(u+v)+B(utv) = A(u)+A)+B(w)+B(v) = (A(u)+B(u)+(A()+B(v)) = (A+B)(u)+(A+B)(v),
ill. (AA)(ku) = AMA(k)u) = A(kA(u)) = K(A(A(u))) = kK(AA(u)), tehat A + B, A\A € Hom(U, V).

Rogzitsiik az U ill. a V tér By ill. By bézisat. A leképezéxmétrix definici6ja szerint A + B matrixanak i-dik oszlopa a B;
béazis i-dik vektora (A 4 B)(b;) képének koordinatavektora lesz, am (A + B)(b;) = A(b;) + B(b;) miatt ez nem més, mint a [A]g;

matrix i-dik oszlopénak és a [B]g; méatrix i-dik oszlopanak Gsszege. A skalarral valo szorzésra vonatkozé bizonyitast az olvasora
bizzuk. Ezek szerint a linearis leképezések méatrixos felirdsa valoban megadja a matrixok vektorterével valé izomorfiat. O
A fentieken tul értelmezhetd linearis leképezések szorzata is.

Def: A € Hom(U,V), B € Hom(V, W) esetén a BA : U — W leképezést a
(BA)(u) := B(A(w)) (V u € U) képlettel értelmezziik. (Azaz két linearis leképezést
ugy szorzunk 6ssze, hogy egymas utan alkalmazzuk azokat. (Sziikséges persze, hogy
az elsének alkalmazott leképezés képtere benne legyen a masodiknak alkalmazott
értelmezeési tartomanyéban.))

Megfigyelés: Ha A € Hom(U, V) és B € Hom(V, W), akkor BA € Hom(U, W), azaz lineéris leképe-
zések szorzata is linearis leképezés.

Biz: Hau,v € U és A € R, akkor (BA)(u+v) = B(A(u+v)) = B(A(u)+A(v)) = B(A(u))+B(A(v)) =
(BA)(u) + (BA)(v), ill. (BA)(\u) = B(A(M)) = B(AA(u)) = AB(A(u)) = A(BA)(u). O

Vizsgaljuk meg, mi is lesz a fenti megfigyelésben szereplé B.A leképezés méatrixa. Rogzitsiik ezért
rendre az U,V ill. W terek egy-egy bazisat: Bi-t, Bo-t ill. Bs-at. Vizsgaljuk meg, mi lesz a [BA]g;
métrixnak (mondjuk) a j-dik oszlopa, azaz, mi lesz a By bézisbeli b; vektor képének (azaz a (B.A)(b;) =
B(A(b;)) vektornak) a Bs bazis szerinti koordinatavektoral A leképezés matrixarél korabban tanultakat
a B leképezésre alkalmazva az adddik, hogy a kérdéses oszlopot tgy kapjuk, hogy a B leképezésnek a Bo
és B3 bazisokban felirt [B]gg matrixat megszorozzuk a b; vektor A leképezés szerinti A(b;) képének Bsy

bézis szerinti koordinatavektordval (azaz az [A(b;)]p, oszlopvektorral). Am vegyiik észre, hogy A(b;)

definici6 szerint nem mas, mint az [A]g; matrix j-dik oszlopvektora. Eszerint a keresett [B.A]g; matrix
j-dik oszlopa éppen a [B]gi maétrixnak és az [A]g; matrix j-dik oszlopanak szorzata. Ha pedig konrétan
a j-dik oszlop i-dik elemére vagyunk kivancsiak, akkor ezt a fentiek szerint tigy kaphatjuk meg, mint a

[B]gz matrix ¢-dik soranak és az [A]g; matrix j-dik oszlopanak szorzata. Ez motivilja a matrixszorzas
definici¢jat.

Def: Legyenck B € R™"** ¢s A € RF*! tetszdleges matrixok. Ekkor (vagyis ha B-nek pontosan
annyi oszlopa van, mint ahdny sora A-nak) a B és A métrixok &sszeszorozhatéak, B - A € R™*! ¢s
(B - A)! = B; - A7, azaz a szorzatmétrix i-dik sordnak j-dik elemét ugy kapjuk, hogy a B matrix i-dik
sorat (mint sorvektort) skalarisan Gsszeszorozzuk a A matrix j-dik oszlopaval (mint oszlopvektorral).

A fenti definiciét éppen az motivilta, hogy két linearis leképezés szorzatanak matrixat irja le, tehat
a fenti gondolatmenet alapjan a kovetekzGt igazoltuk.

Allitas: Ha A € Hom(U,V), B € Hom(V, W) és By, By ill. B3 rendre az U,V ill. W terek egy-egy
bazisai, akkor [BA] B; = [B]gi -[A] g;, azaz linearis leképezések szorzatanak matrixa azonos a leképezések
matrixainak szorzataval (egyez$ bazisok esetén). O

K&v.: Ha C € R™*" B € R™*F és A € R**! tetszéleges métrixok, akkor (C - B)- A= C - (B - A)
azaz a matrixszorzas asszociativ (feltéve, hogy a miveletek elvégezhetsek).

Biz: A megfelel6 matrixokat tekinthetjiik egy-egy linearis leképezésnek, nevezetesen C' € Hom(R"™,R™), B € Hom(R*,R"™) ill.
A€ Hom(]Rl, R®), és ekkor (C - B) - A a annak a linearis leképezésnek lesz a métrixa, amit az u — (CB)(A(u)) formula definial
tetsz6leges u € R™ esetén, mig a C'- (B - A) matrix annak a lineéris leképezésnek lesz a méatrixa, amit az u — C(BA)(u))) formula

ad meg. Mivel (A, B, C-t most linearis leképezéseknek gondolva) (CB)(A(u)) = C(B(A(u))) = C((BA)(u)), ezért a két fenti
linearis leképezés azonos, igy (az ugyanazon bazisokban felirt) matrixaik sem kiilénbozhetnek. O

Y

5. Permutaciok, determinansok

5.1. Permutaciok, inverziészam

Def: Jelolje [n] az {1,2,...,n} halmazt. A o : [n] — [n] bijektiv (azaz kolcséndsen egyértelmri)
leképezés neve permutdcid. Az [n] permutacidinak halmazat S, jeloli.

Megjegyzés: A permuticioé a definicio szerint egy olyan fiiggvény, ami az 1 és n kozotti szamok
mindegyikéhez egy 1 és n kézotti szamot rendel agy, hogy minden 1 és n kézotti szam pontosan egy méasik
szamhoz van hozzéarendelve. Szokdsos a permutaciot egy 2 x n méretd tablazat segitségével megadni:
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az elsG sorban vannak 1-t6l n-ig a szdmok, és minden szam alatt az a szam &ll, amit a permutacio
hozzéarendel.

Szemléltethetjiik a permutaciot ugy is, hogy felvesziink egymas alatt két sorban
n —n db pettyet, mindkét sorban megszamozzuk a pettyeket 1-t6l n-ig (balrol
jobbra), és nyilat vezetiink a fels§ sorban levs i-dik pettybdl az alsé sor j-dik
pettyébe, ha o(i) = j.

Egy ilyen abra akkor ,kédol” permutaciot, ha minden fels6 pontbol pontosan egy nyil indul, és minden
alsé pontba pontosan egy nyil érkezik. (Az abra pl. a o(1) = 3,0(2) = 2,0(3) = 5,0(4) = 1,0(5) =4
permutécié diagramja.)

Def: Ha o € S,,, akkor a ¢ permutaciobdl a k,l € [n] elemek cseréjével keletkezG permutéciot oy
jeloli, azaz o4, (i) = o(i), ha k # i # 1, ox,1(1) = o(k), és o, (k) = o(l). (A permutécié diagramjan a
k-bol és I-bdl induld nyilakat kell ugy atiranyitani, hogy végpontjaikat felcseréljiik.)

A o € S, permutaci6 inverze az a 0! € S,, permutéci6, amire 071 (i) = j <= o(j) = i. (A diagramon
a nyilak irdanyat meg kell forditani, és az egész abrat a feje tetejére kell allitani.)

A k,l elemek inverziéban dllnak o € S, szerint, ha k,l ill. o(k),o(l) nagysagviszonya forditott. A
o permutaci6 I(o) inverzidszima a o € S, szerint inverzioban &allo6 szampéarok széma. Egy o € S,
permutacié pdros, ha I(o) péaros, és pdratlan, ha I(o) paratlan.

Megfigyelés: Az a tény, hogy két elem inverzidban all a ¢ permutécié szerint, konnyen megéllapit-
haté a o diagramjarél. Nevezetesen, ¢ és j pontosan akkor all inverziéban, ha az i-bél és 7-bél induld
élek metszik egymast. (Ha ugyanis nem metszik egymast, akkor a nagyobbik szamhoz a permutécié
nagyobbat rendel, ha pedig metszik, akkor a nagyobbhoz rendelt szdm kisebb lesz, mint a kisebbhez
rendelt.) Ezért a o permutécié diagramjarél konnyen leolvashaté az I(o) inverzidszam, ami nem mas,
mint a diagramban talalhaté nyilak paronkénti metszéspontjainak szama'’.

Tétel: TetszSleges o € S,, permutaciora I(o) = I(c~1), tovabba, ha k, [ € [n] kiilonbdzéek, akkor a
o és oy, permuticiok kiilonb6z6 paritastuak.

Biz: Lattuk, hogy o~ ! diagramjat gy kapjuk, hogy a o diagramjat a feje tetejére allitjuk, és a
nyilak irdnyat megforditjuk. Vildgos, hogy ettdl a paronkénti metszéspontok szdma nem valtozik, azaz
I(o) = I(c71).

Ha a diagramon a k-bdl és [-bél indulé nyilak végpontjait felcseréljiik, akkor kénnyen lathaté, hogy
minden olyan nyilon, amit nem bantottunk, a metszéspontok szama 0-val vagy 2-vel, azaz mindenképpen
péros szammal valtozik. Tehat itt a metszéspontok szamanak véltozasa Gsszességében is paros. Azt kell
még megfigyelni, hogy a k-bol és [-bdl indul6 eredeti nyilak és modositott nyilak koziil pontosan egy par
lesz metszé. Eszerint a paronkénti metszéspontok szaménak kiilonbsége a két diagramon péaratlan, azaz
o és oy, ellentétes paritastaak. O

5.2. Determinansok

Ebben részben definidlunk egy mennyiséget négyzetes méatrixokra, amit szimos helyen tudunk majd
haszonnal alkalmazni a tovabbiakban. Legyen tehat A = (a; ;) egy n x n méretd matrix, és tegyiik
fel, hogy elemein értelmezett az Osszeadas és a szorzas, amik kommutativ miveletek. Az A métrix
determindnsdn az alabbi szorzatdsszeget értjiik:

det(A) :=1A] == > (=)' ] aso
=1

ocES,,

Tehat annyi szorzatot adunk 6ssze, ahdny permutacioja van az 1,2, ..., n szdimoknak. Egy ilyen szorzat-
ban az adott permutécié inverzi6szamanak paritasa hatarozza meg az elGjelet, a szorzat tovabbi tényez6i
pedig a matrix bizonyos elemei. Vilagos, hogy minden sorbél egy elemet vélasztunk a szorzatba, és a
permutacio kolesonosen egyértelmi leképezés volta miatt az sem torténhet meg, hogy o (i) = o(j) vala-
mely i # j esetén. Tehat az egyes szorzatokba kivalasztott elemek kiillonb6z6 oszlopokbdl szarmaznak.
Bastyaelhelyezésnek hivjuk az A matrix n elemének kivalasztasat, ha koziil semelyik két elem sem esik
egy bastyaelhelyezésnek felel meg. Ez forditva is igaz, ha ugyanis adott egy bastyaelhelyezés, akkor defi-
nialjuk o(i)-t tgy, mint az i-dik sorban all6 bastya oszlopindexét. Ezaltal o egy permutacio lesz (hiszen
i # j esetén o(i) # o(j)), tehat minden béstyaelhelyezés egyuttal meg is hatéroz egy, a determinans
definiciojaban szerepld szorzatot.

I Tehat (o) azonos a metszG nyilparok szamaval. Ha a diagram olyan, hogy semelyik harom nyil nem megy 4t ugyanazon
a ponton, akkor I(o) azonos a metszéspontok szamaval. Egyébként minden olyan metszéspontot, amin k nyil megy at,
%k(k — 1)-szer kell megszamolni.

15



s sz

A determinans definiciojat tehét gy is megfogalmazhatjuk, mint az 6sszes bastyaelhelyezéshez tar-
toz6 matrixelem-szorzatok elGjeles 6sszege. Ez a definicio azért nem pontos, mert az elGjelek megvilasz-
tasat nem irja le pontosan. Ez hat most a célunk. Mit jelent egy adott bastyaelhelyezés szempontjabdl,
hogy a megfelel§ o permutacidoban ¢ és j inverzidban allnak? Feltehetjiik, hogy mondjuk i < j. Ha e
két elem nem all o szerint inverzidban, akkor o(i) < o(j), azaz a megfelel§ bastyaelhelyezésben a j-
dik sorbeli béastya jobbra van az i-dik sorbelit6l, masképpen mondva e két bastya egymastol ENY-DK
iranyban helyezkedik el. Ha azonban i és j a o permutéci6 szerint inverzioban all, akkor o(i) > o(j),
tehat a j-dik sorban 4ll6 bastya balra van az i-dik sorban talalhat6tol, azaz a két bastya EK-DNY iranyt
rinti szorzatokat gy kell 0sszegezniink, hogy egy szorzat elGjele aszerint lesz pozitiv ill. negativ, hogy
az EK-DNY iranyt meghataroz6 bastyaparok szama péros-e vagy paratlan.

Ennek fényében néhany tovabbi megfigyelést tesziink a determinénssal kapcsolatban. Az A = (a; ;)
matrix transzpondltja az az AT matrix, amely i-dik soranak j-dik eleme aj;. (Ugy is mondhatjuk, hogy
(AT)g = A;) A négyzetes A matrix féatldja a bal fels§ sarkot és a jobb als6 sarkot 6sszekots atlo mentén
elhelyezked6 matrixelemek halmaza. A négyzetes A métrix (szigori) felsé haromszogmdtriz, ha f6atloja
alatt csak 0-k allnak (és fsatloja is csupa-0).

Tétel: Legyen A n x n-es méatrix. (1) det(A4) = det(AT)

(2) Ha A fels6 haromszogmatrix, akkor det(A) az A f6atlobeli elemeinek szorzata.

(3) Ha A egy sora/oszlopa csupa-0, akkor det(A4) = 0.

(4) Ha A egy sorat/oszlopat A\-val végigszorozzuk, akkor a determinans is A-szoros lesz.

(5) Ha A két sorat/oszlopat felcseréljiik, a determinans (—1)-szeres lesz.

(6) Ha A két sora/oszlopa azonos, determinansa 0.

(7) Ha A egy sordnak A-szorosat hozzaadjuk egy mésik sorhoz, a determinéns nem véltozik.

Biz: (1) Az A matrixhoz tartozo tetszéleges bastyaelhelyezés meghatarozza egy olyan bastyaelhe-
lyezését az AT matrixnak, ami ugyanazon elemek szorzatéhoz tartozik. (A bastyaelhelyezésben szerepls
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tok szerepelnek, ezért mindossze azt kell igazolnunk, hogy az elGjeleik is azonosak. Ez utébbi pedig azért
igaz, mert a tiikrozés soran egy EK-DNY-i bastyapar EK-DNY-i marad, és az ENY-DK-iek is megma-
radnak ugyanolyanoknak. (Ez a bizonyitas egyébként elmondhato agy is, hogy észrevessziik, hogy az
A-beli o-hoz tartozé béstyaelyezésnek megfelels A7-beli bastyaelhelyezés a ¢~ ! permutéciohoz tarto-
zik (ha az i-dik sorbol a j-dik elemet valasztottuk A-ban, akkor A”7-ban a j-dik sor i-dik elemére lesz
sziikségiink), és a permutaciok fejezetben lattuk, hogy I(c) = I(c71).)

(2) A determinans definici6jaban szerepld szorzatok koziil azok, amik tartalmaznak a f6atlo aldl
elemet, nem érdekesek, hiszen értékiik 0. Igy csak azokat kell 6sszegezniink a megfelels elGjellel, amiknek
minden eleme a f6atlobol vagy a foliil keriil ki. Az utolsé sorbol tehat kénytelenek vagyunk az utolso
elemet véalasztani. Az utols6el6tti sorban mar nem valaszthatunk az utolsé oszlopbol, hisz onnan mar

valasztottunk, igy marad itt is a f6atlobeli elem. Altalaban, ha az i-dik sorbél valasztunk, és a nagyobb

sorszamu sorokbol mar kivalasztottuk a fGatlobeli elemet, akkor az i-dik sorban is kénytelenek vagyunk
a featlobol valasztani. Tehat a determinans definiciojaban legfeljebb egyetlen nemnulla szorzat van,
mégpedig a fsatlobeli elemeké. Mivel a megfelels bastyaelhelyezésben barmely par ENY-DK iranyt
hataroz meg, az elGjel pozitiv.

(3) Ha mondjuk az i-dik sor csupa-0, akkor minden béastyaelhelyezésben lesz innen bastya, ami az
adott szorzatot 0-va teszi. Tehat O értéki szorzatokat kell elGjelesen Gsszegezni, de igy sem kaphatunk
mast, mint 0-t a determinansra. (Csupa-0 oszlop esetén az érvelés hasonld. De hivatkozhatunk akar a
transzponéltra is, aminek egy csupa-0 sora lesz.)

(4) Ha egy sorban minden elemet A\-val megszorzunk, akkor a determinans definiciojaban szerepld
minden egyes szorzatban pontosan egy tényezd jon ebbdl a sorboél, tehat minden szorzat éppen M-
szorosara valtozik, vagyis az elGjeles 0sszeg, a determinéns is A-szoros lesz.

(5) Ha adott az A méatrixon egy bastyaelhelyezés, és két sort felcseréljiik, akkor egy olyan bastya-
elhelyezést kapunk a felcseréltsort A’ méatrixban, amihez ugyanaz a szorzat tartozik. Ha tehat az A’
determinénsat akarjuk kiszamitani, azt kell meghataroznunk, hogy a sorcsere hogyan valtoztatja egy
bastyaelhelyezésben az EK-DNY-i bastyaparok szamat. Vilagos, hogy a felcserélés altal nem érintett
bastyak alkotta parok esetén ez a szam nem véaltozik. Koénnyen ellenérizhetd, hogy egy nem érintett bas-
tya ha nincs benne a két felcserélt bastya feszitette téglalapban, akkor a két érintett bastyaval ugyanannyi
ENY-DK-i part alkot a csere el6tt, mint a csere utan. Ha egy nem érintett bastya a megfelels téglalapban
van, akkor viszont vagy mindkeét felcserélt bastyaval ENY-DK-i part alkotott, és a csere utan EK-DNY-it
fog alkotni, vagy forditva. Tehat az ENY-DK-i parok szamanak paritasa csak attol fog megvaltozni, hogy
a két felcserélt bastya alkotta par hogyan viselkedik. E két bastyéara viszont az igaz, hogy ha a csere el6tt
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EK-DNY-i part alkottak, akkor a csere utan ENY-DK-it fognak alkotni, és viszont. Azt kaptuk, hogy
sorcsere utan minden bastyaelhelyezésben megvaltozik az EK-DNY-i parok szamanak paritasa, azaz a
definicioban minden szorzat elGjelet valt. Tehat a determinans is (—1)-szeresre véltozik. (Oszlopokra
hasonl6 érvelés igaz, de attérhetiink a transzponaltra is, hisz a oszlopcsere abban sorcserének felel meg.)

(6) Ha A-nak felcseréljiik a két azonos sorat, akkor ugyanazt a matrixot kapjuk, tehéat a determinans
nem véaltozik, masfelsl (5) miatt a determinans elGjelet vélt. Tehéat a determinans azonos a sajat ellen-
tettjével, azaz csak 0 lehet. (Ugyanez a bizonyitéas az oszlopokra is, de izlés szerint lehet a transzponéalttal
is indokolni.)

(7) Legyen A’ az a métrix, amit A-bol ugy kapunk, hogy A i-dik sordnak A-szorosat hozzédadjuk A
egy Osszeg. Ha felbontjuk a zardjelet, akkor két szorzat Gsszegét kapjuk: az egyik szorzat az A deter-
minansanak megfelels tagja, a masik pedig azé az A” méatrixé, amit ugy kapunk A-bol, hogy a j-dik
sort helyettesitjiik az i-dik sor A-szorosaval. Azt kaptuk tehat, hogy det A’ = det A + det A”. Ha A =0,
akkor det A” = 0 a (3) miatt, egyébként pedig ha A” j-dik sorat %—val végigszorozzuk, akkor a kapott
determinans (6) miatt 0 lesz, tehat det A” = X -0 = 0, ismét. Innen det A’ = det A adodik. O

A most bizonyitott tétel abban segit, hogy hatékonyan kiszamitsuk egy négyzetes matrix determi-
nansat. Ha a definicioval probalkoznank, akkor a 1épések szdma nem volna korlatozhaté n polinomjaval.
Megtehetjiik azonban, hogy a métrixon elemi sorekvivalens atalakitasokat végziink. Az el6z6 tétel meg-
mutatja, hogy egy-egy lépésnél mi torténik a determinanssal. Ha tehét elvégezziik a Gauss-eliminaciot a
maétrixon, akkor tudjuk, hogy a kapott matrix determinansa hanyszorosa lesz az eredetiének. Rdadésul
egy felsé haromszogmaétrixot kapunk, aminek egy jol meghatarozott n-tényezds szorzat a determinansa.
Mivel a Gauss-eliminécié hatékonyan elvégezhets, ez a modszer altaldban gyorsabb, mint a definicio
alapjan torténd kiszamitas. (Hatranya sajnos ennek a modszernek, hogy nem mindig alkalmazhato. Egy
olyan métrix esetén pl, aminek elemei polinomok, a determinans értelmes, de mégsem tudjuk elvégezni az
elemi sorekvivalens atalakitdasokat, igy marad a kiszamitashoz a gyalogos tt. Az alabbiakban mutatunk
egy masik modszert, ami ebben az esetben is miikodik, és sokszor segit.)

Az A négyzetes matrix i-dik soranak és j-dik oszlopénak elhagyaséaval keletkezd méatrix determi-
nansénak (—1)"/-szeresét az A; ; eldjeles aldetermindnsnak nevezziik. Az elGjeles aldeterminans nem
tévesztendd Ossze az A maétrix aldetermindnsdval, amit akkor kapunk, ha az A métrixnak elhagyjuk
néhany (akar 1-nél t6bb) sorat, és ugyanennyi oszlopat, és a keletkezs négyzetes matrix determinansat
nézziik.

Kifejtési tétel: Ha A n x n-es matrix és i rogzitett, akkor det(A) = >0, a; ;- A;j (az i-dik sor
szerinti kifejtés). Rogzitett j-re det(A) = Y i a;; - Ai; (a j-dik oszlop szerinti kifejtés). Ha k # 1,
akkor Z?Zl apj - Ay =0=>30" 1 a; - Aiy (ferde kifejtés).

Biz: Elegendd csak a sor szerinti kifejtéssel foglalkozni, hisz az oszlop szerinti kifejtés nem mas,
mint a transzponalt sor szerinti kifejtése. Csoportositsuk a det A-beli szorzatokat a szerint, hogy az
i-dik sorbél az a;1,a;2,...,a;, tényezék koziil melyiket tartalmazzak. Ha most a j-dik csoportban
minden szorzatbdl kiemeljiik a; ;-t akkor pontosan azokat a szorzatokat kapjuk meg, amik az A; ; elGjeles
aldeterminans definiciojaban szerepelnek. Azt kell tehat megvizsgélni, hogy hogyan valtozik egy szorzat
elGjele akkor, ha nem az determindnsban, hanem az eggyel kisebb méatrixban tekintjiik.

Megszamoljuk tehat, hogy ha egy, az a; ; elemet tartalmazé bastyaelhelyezésben elhagyjuk az i-dik
sort és a j-dik oszlopot, akkor a kapott bastyaelhelyezésben hogyan valtozik az EK-DNY-i bastyaparok
szama az eredeti elhelyezéshez képest. Mivel itt lényegében csak az (i,j) mezd feletti bastyat hagytuk
el, azt kell megszamolni, hogy hany olyan EK-DNY-i bastyapar van az eredeti bastyaelhelyezésben, ami
az (i, j) bastyat tartalmazza. Az ilyen parok (i, j) bastyatol kiillonb6zé bastyai az A matrix két, téglalap
alaki részmatrixban helyezkednek el.

Tegyiik fel, hogy az (i, j) bastyatol DNY-ra k bastya van az elhelye-

zésben. Mivel az els6 j — 1 oszlop mindegyikében pontosan egy bastya van, jok-1 o itk
az (i,7)-t61 ENY-ra j — k — 1 bastya talalhat6. Az elsé i — 1 sorban is éppen
i—1 bastya all, tehat (¢, j)-t6] EK-re i — j + k bastya talalhato. A keresett k

bastyaparok szama tehat k+:¢—j+k =2k +i— j.
Azt kaptuk tehat, hogy az el6jel pontosan akkor valtozik meg, ha 2k + ¢ — j paratlan, ami pontosan

s sz

akkor teljesiil, ha i+ j paratlan. Ezzel igazoltuk, hogy az elGjeles aldeterminansok definiciojaban szerepld

szorzatokat a megfelels a; j-vel és (1)"*7-vel megszorozva, az A matrix determinénsat kapjuk. O

Természetes kérdés, hogy az A és B (n X n)-es matrixok esetén mondhatunk-e valamit det(A-+ B)-r6l det A és det B fiiggvényé-
ben. A naiv varakozéas ellenére semmit nem mondhatunk. Nem igy azonban az A - B szorzatméatrix esetén, aminek a determin4nsa
az eredeti determindnsok szorzata lesz. Errgl szl az alabbi fontos tétel, amit itt nem bizonyitunk.

Tétel: Ha A, B n X n-es, valés matrixok, akkor |A - B| = |A| - |B].
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6. Matrix rangja

Egy matrixnak fontos paramétere, mennyire ,fliggetlenek” az elemei. Mindjart meg is adunk harom-
féle modszert ennek ,mérésére”, majd megmutatjuk, hogy ugyanarrél van sz6 mindharom esetben.

Legyen A egy tetsz6leges matrix. Az A matrix s(A) sorrangjin az A méatrixbol kivalaszthato line-
arisan fiiggetlen sorok maximalis szamat értjiik. (A sorrang tehat megegyezik az A matrix sorvektorai
altal generalt vektortér dimenzidjaval.) Az A o(A) oszloprangja az A matrixbol kivalaszthato linearisan
fiiggetlen oszlopok maximalis szama. (Hasonldéan, A oszloprangja nem mas, mint az A oszlopvektorai
generalta tér dimenzioja.) Végil A d(A) determindnsrangja megegyezik A legnagyobb, nemnulla alde-
terminansdnak méretével. (Emlékeztetiink, hogy aldeterminanson egy olyan determinanst értiink, ami
A-bél azonos szamu sor és oszlop elhagyaséaval keletkezik.)

Tétel: Tetszsleges matrix sor-, oszlop- és determinansrangja megegyezik.

Biz: Megmutatjuk, hogy mindharom rangfogalom azonos az A matrix Gauss-eliminéciéja utén ka-
pott vezéregyesek szaméval. Ezt Ggy tessziik meg, hogy tetsz6leges A métrixr6l megmutatjuk, hogy
s(A) = d(A). Ha ez sikeriil, akkor kész vagyunk, ugyanis d(A) = d(AT) = s(AT) = o(A) miatt az
oszloprang is egyenl§ a sor és determinansrang kozos értékével.

Vildgos, hogy ha A lépcsés alaku és k vezéregyest tartalmaz, akkor a vezéregyeseket tartalmazo sorok
linearisan fliggetlenek, és a vezéregyeseket tartalmazd sorok és oszlopok k6zos elemei egy olyan k x k
méretd részméatrixot adnak, ami fels§ haromszogmatrix, és f6atloja csupa-1, tehat determininsa sem
0. Ha legaldbb k + 1 sort valasztunk ki, akkor azok linedrisan GsszefliggGek, hiszen tartalmaznak egy
csupa-0 sort. Ha egy legalabb (k + 1) x (k + 1) méreti aldeterminanst valasztunk, akkor az is 0 lesz,
hisz az is tartalmaz csupa-0 sort. Eszerint s(A) = k = d(A).

Megmutatjuk, hogy a Gauss-elimindcié nem véltoztatja sem a sor, sem a determinansrangot. Ha
ezt megtessziik, akkor megmutattuk, hogy s(A) = d(A), hiszen mindkét rang azonos lesz az eliminécio
utian kapott matrix vezéregyeseinek szaméval. A Gauss-eliminécio elemi sorekvivalens atalakitasokbol
all, tehat elegends ezekrdl kimutatni, hogy megdrzik a rangokat.

A sorcserénél vilagos, hogy a sorrang nem véltozik. Az aldeterminansok értékei esetleg az ellentettek
lesznek, de 0-voltuk nem valtozik. Ha egy sort nemnullaval végigszorzunk, akkor ettél szintén nem
véltozhat meg a sorrang. Az aldeterminénsok értéke vagy nem véltozik, vagy A-szoros lesz, tehat pontosan
akkor lesz 0, ha el6z6leg is 0 volt.

Vizsgéaljuk meg végiil azt a transzformaciot, amikor az i-dik sor A-szorosét hozzaadjuk a j-dik sorhoz.
Ekkor voltaképp a j-dik sorvektort helyettesitjiik egy olyan sorvektorral, ami benne van a sorok altal
generalt vektortérben, tehat a sorrang (a sorok altal generalt tér dimenzidja) nem novekedhetett. Mivel
az i-dik sor —\-szorosanak ismételt hozzdadédsaval visszanyerhets az eredeti A matrix (mikézben ismét
csak csokkenhet a sorrang), ezért a sorrang a transzformacio soran nem véltozhat.

Allitjuk, hogy a determinansrang sem véltozik. Tekintsiink ugyanis egy A’ aldeterminanst a transz-
formécio el6tt, legyen A” a transzformacié utan ugyanitt elhelyezkedd aldeterminans! Ha A’ nem tar-
talmazza a j-dik sort, akkor det A’ = det A”, vagyis pontosan akkor lesz 0 az aldeterminéns, ha eléz6leg
is 0 volt. Ha A’ tartalmazza a j-dik sort, akkor a j-dik sor szerint kifejtve A”-t azt kapjuk, hogy
det A” = det A’ + X - det A*, ahol a A* az a determinans, amit tgy kapunk A’-bél, hogy a j-dik sort
helyettesitjiik az i-dikkel. Ez utobbi A* vagy kétszer tartalmazza az i-dik sort, és ekkor determinansa
0, vagy determinansa (elGjeltsl eltekintve) megegyezik azzal az aldeterminanssal, amit akkor kapunk,
hogy az j-dik sor helyett az i-diket valasztjuk. Azt kaptuk tehét, hogy ha a transzformacié el6tt minden
k x k méretd aldeterminans 0 volt, akkor ez igy lesz a sorhozzdadés utan is. Ha pedig a sordsszeadés
utén létrejott egy nemnulla k£ x k méretii aldeterminéns, akkor a eredetileg is volt egy ilyen. Mindezek
alapjan a determinansrang sem véltozhatott, a tételt igazoltuk. O

A fenti tétel szerint definidlhatjuk az A matrix r(A) := s(A) = o(A) = d(A) rangjdt.

Kov.: Tetsz6leges matrix rangja megegyezik a transzponéltjanak rangjaval.

Biz: r(A) = s(A) = o(AT) = r(AT) O

7. MAtrix inverze

A B n x n méretii matrix az A € R™*™ matrix balinverze, ha B - A = I, ahol I,, az n x n méretii
egységmatrix, aminek a féatloja csupa-1, egyéb elemei 0-k. A J € R™*™ matrix az A jobbinverze, ha
A-J=1,.

Allitas: Ha az A € R"*™ matrixnak létezik jobb- és balinverze is, akkor azok egyenlgek.

Biz: Legyen B bal-, J pedig jobbinverz. Ekkor B = BI,, = B(AJ) = (BA)J = I,J = J. O
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Kov.: Ha egy matrixnak van jobb és balinverze is, akkor azok egyértelmtek. O

Tétel: Az alabbi harom allitas ekvivelens. (1) det A # 0 . (2) A-nak létezik balinverze. (3) A-nak
létezik jobbinverze.

Lemma: Ha A és B 6sszeszorozhaté matrixok, akkor (A - B)T = BT - AT,

Biz: Emlékeztetiink, hogy az alsé index a sort, a fels6 az oszlopot jelenti. Azt kell megmutatni, hogy
a két métrix elemnként azonos. Es valéban: ((A-B)T)! = (A-B)! = A;-B' = (BT);-(AT)] = (BT - AT)]
. O

Biz: Megmutatjuk, hogy (1) és (3) ekvivalens. Ez elegendd, mert a fenti lemma szerint A-nak ponto-
san akkor van balinverze, ha A”-nak létezik jobbinverze. Ez (1) és (3) egyenértékiisége miatt azt jelenti,
hogy det(AT) # 0, azaz det A # 0. Tehat ekkor (1) és (2) is ekvivalens.

Ha J az A nxn méretd matrix jobbinverze, akkor a J matrix i-dik oszlopa megfelel egy olyan linearis
egyenletrenszer egy megoldasanak, aminek A az egyiitthatémétrixa, a jobboldalakon pedig csupa 0-k
allnak, kivéve az i-dik helyet, aholis 1 taldlhat6. Tehét ha létezik jobbinverz, akkor az Gsszes ilyen linearis
egyenletrendszernek van megoldasa. Méasfel6l, ha mindezen lineéris egyenletrendszerek megoldhatoak,
akkor a megoldasokat oszlopvektorokba rendezve, az oszlopokbol olyan J’ matrix képzsdik, amire AJ" =
I,, all, tehat A-nak van jobbinverze. Probaljuk tehat megoldani ezeket az egyenletrendszereket. Az az
észrevétel, hogy ehhez nem kell n Gauss-eliminaciot elvégezni, megtehetjiik ezeket ,szimultan” A mellé
irunk egy I, egységmatrixot, és igy végezziik el a Gauss-eliminaciot. Amikor az i-dik egyenletrendszer
megoldéasat keressiik, akkor egyszertien elhagyjuk a feleslegesen hozzavett oszlopokat, és leolvassuk a
megoldast.

Nézziik tehat a Gauss-eliminacié utani kapott redukalt 1épcsés alakot! Ha az els§ n oszlop egy
egységmaétrixot alkot (vagyis mindegyik tartalmaz vezéregyest), az pontosan azt jelenti, hogy A rangja
(igy determinénsrangja) n, azaz det A # 0. De a baloldali egységmaétrix egyszersmind azt is mutatja,
hogy az Osszes vizsgalt lineéris egyenletrendszer megoldhato, tehat A-nak létezik jobbinverze. Tehat
ha det A # 0, akkor létezik jobbinverz. Most tegyiik fel, hogy az els6 n oszlop alkotta RLA nem az
egységmatrix, vagyis az utolsé sor n db 0-val kezd&dik. Mivel a kiindulasi n x 2n méretd méatrix rangja
n volt (a jobboldalra hozzévett egységmatrix miatt), és ez a rang nem csokkenhetett, ezért a teljes RLA
utolso sora nem lehet csupa-0. Van tehat egy olyan oszlop, aminek az utolsé eleme nem 0, és akkor ezt
az oszlopot kivalasztva a megfelels linedris egyenletrendszernek tilos sora lesz. Van tehét egy olyan a

linearis egyenletrendszerek kozott, amelyiknek nincs megoldasa, vagyis A-nak nem létezik jobbinverze.
O

Megjegyzés: Az iménti tételnek az a része, hogy ha det A = 0, akkor A-nak nincs se jobb-, se balinverze, kénnyen igazolhato
a determinansok szorzéastételébdl. Tegyiik fel, ugyanis, hogy mondjuk B balinverz. Ekkor 1 = det I,, = det(BA) = det B - det A,
tehat det A # 0. Ellentmondés.

Kov.: Az A € R™*™ méatrixnak pontosan akkor van inverze, ha (A|I,) Gauss-eliminacidjaval a RLA
(I,|B) alaki. Ekkor B = A~1,

Biz: Az el6z6 tétel bizonyitasakor lattuk az els6 mondat érvényességét. A masodik rész abbol ko-
vetkezik, hogy ha egy lineéris egyenletrendszer megoldésakor a kibdvitett egységméatrix redukalt 1épcsds
alakja egységmatrix, akkor a megoldas egyértelmi és azt éppen a jobboldalon taldlhat6 oszlopvektor
adja meg. Ezek az oszlopvektorok pedig a jobbinverz oszlopai lesznek, amint azt a tétel bizonyitdsaban
lattuk. O

8. Linearis egyenletrendszerek targyalasa matrixokkal

Tétel: Legyen A € R"*F, tetszéleges valés matrix. Az alabbi allitasok ekvivalensek.
(1) Az (A|b) kibovitett egyomatrix leirta linearis egyenletrendszernek (egyértelmiien) létezik megoldasa.
(2) (Egyértemtien) létezik x € R¥, amire Ax = b. (3) b € Im(A) (és Ker(A) ={0}) .
(4) (Egyertemuen) létezik = € R¥ ugy, hogy b= Y% | A, .
(5) b e <A1 ., AFY (és AY, ... AF linearisan fiiggetlen vektorok).
(6) (Al > (b, AL, ... ,Ak> (6s AL, ... AF linearisan fiiggetlen vektorok).
(7) dim((AL, .., A%)) = dim((b, AL, ..., AR))(= ) . (8) r(A) = r(Ap)(= F) .
Biz: (1 ) <= (2): A definiciokbol adodik. (2) <= (3): A képtér definicidja szerint Az = b <=
b € Tm(A). Vilagos, hogy ha Az = b = Ay akkor A(xz —y) = 0, illetve ha Ax = b és Az = 0, akkor
A(x + z) = Az + Az = Az = b. Tehat ha az Az = b megoldésa egyértelmt, akkor Ker(A4) = {0}. Ha
pedig Ker(A) = {0}, akkor nem lehet két kiilonb6z6 megoldasa az egyenletrendszernek.
(2) <= (4): Vilagos, hogy Ax =b < b= Zle Alz;
(4) < (5): b-t (definici6 szerint) pontosan akkor generéljdk az oszlopvektorok, ha elgall linearis kombi-
naciojukként. Az oszlopvektorok altal generalt térben pontosan akkor egyértelmi a feliras, ha e vektorok

5
6
7

19



bézisat alkotjak az altaluk generalt térnek, azaz, ha linearisan fiiggetlenek.

(5) <= (6): b pontosan akkor van benne az oszlopvektorok terében, ha az oszlopvektorokhoz b-t hozza-
véve nem tudunk tovabbi vektort generalni.

(6) <= (7): Az A, ..., A* vektorok pontosan akkor linedrisan fiiggetlenek, ha az altaluk generalt térben
bazist alkotnak, azaz, ha a generdtum dimenzidja k.

(7) < (8): Egy oszlopvektorai &ltal generalt tér dimenzioja nem mas, mint az oszlopvektorokbdl kiva-
laszthato linearisan fiiggetlen vektorok szdma, azaz az oszloprang. Errdl pedig tudjuk, hogy a ranggal
egyenld. g

9. Matrixok sajatértékei, sajatvektorai és sajatalterei

Def: Legyen A : V — V egy lineéris transzformacio, v € V egy vektor a térbdl és A € R egy skalar. A
v € V vektort az A transzfomacio \ sajatértékhez tartozo sajatvektoranak nevezziik, ha (1) v # 0 és (2)
A(v) = X-v teljesiil. Ha A az A transzformacio egy sajatértéke (azaz tartozik hozza sajatvektor) akkor a
A-hoz tartozo sajdtaltér a nullvektorbol és a A\-hoz tartozé sajatvektorokbol &ll: {v € V' : A(v) = X - v}.

Tétel: (1) Linearis transzformécié minden sajatvektora pontosan egy sajatértékhez tartozik.

(2) Fix sajatértékhez tartozo sajatvektorok a 0-val egyiitt alteret alkotnak.

Biz: (1): Ha v sajatvektor, akkor 0 # v. Tegyiik fel, hogy A(v) = v és A(v) = pv. Ekkor Av = po,
azaz (A — p)v = 0. Tanultuk, hogy skalar és vektor szorzata csak gy lehet 0, ha v = 0 vagy A — u = 0.
Az els6 eset kizart, ezért A = p, tehdt minden sajatvektor pontosan egy sajatértékhez tartozik.

(2): Legyen Vy := {v € V : A(v) = X - v} a vizsgalt halmaz, melynek altér voltat kell igazolnunk.
Azt kell csupan megmutatni, hogy ha u,w € V), és u € R tetszbleges skalar, akkor u + w, uu € V.
Természetesen ez is a linearitasbol kovetkezik: A(u+w) = A(u) + A(w) = A-u+ A -w= X\ (u+w) ill.
A(pu) = p- A(u) = p- (A u) = (pA)u = A~ (pu) . O

Vizsgaljuk meg, mit jelent az, hogy v egy A transzformécié sajatértéke! Ekkor A(v) = Av, azaz
A(v) = v = 0. Jeldlje id azt az (an. identikus) linearis transzforméciot, ami minden vektorhoz énmagat
rendeli. Nyilvan \id is lineéris transzformacié, ami minden vektorhoz a A-szorosét rendeli, és a legutobbi
Osszefligges ugy irhato fel, hogy (A— \-id)v = 0. Kénnyen lathato, hogy A— \id is egy lineéris transzfor-
mécio (konkrétan, egy w vektorhoz (A(w)—Aw)-t rendel), és az a tény tehat, hogy A az A transzformacio
sajatértéke, ugy fogalmazhaté meg, hogy az A — \id lineéris transzformécié egy nemnulla vektort a 0-ba
képez. Legyen B a V vektortér egy bazisa, és tekintsiik az A transzformécio [A]3 métrixat. Tudjuk, hogy
a koordinatavektorokon az A leképezés ugy miikodik, hogy ezzel a matrixszal kell balrol szorozni, ezért
az a tény, hogy \ sajatérték, azaz, hogy A — \id egy nemnulla vektort 0-ba visz, ugy mondhaté el, hogy
a [A]B — A\ matrixot egy nemnulla koordinatavektorral jobbrél megszorozva megkaphatjuk a csupa-0
vektort. Ez pedig pontosan azt jelenti, hogy a [A]5 — AT métrix oszlopai nem lineérisan fiiggetlenek (az
elgbbi vektor koordinatai adjak meg a 0-t eldallitd nemtrividlis linearis kombinacio egyiitthatoit). Azt
kaptuk, hogy az oszloprang kisebb, mint az oszlopok szama, és mivel négyzetes matrixrél van sz, ez
a determinansranggal kifejezve azt jelenti, hogy a [A]B — AI matrix determinénsa 0. Bebizonyitottuk
tehat, hogy det([.A]B — A\I) = 0 pontosan akkor teljesiil, ha \ az A transzforméaci6 sajatértéke, raadasul
ez a tény fliggetleniil a felirashoz hasznalt B bazistol.

Def: Az A:V — V linedris transzformaci6 karakterisztikus polinomja ka()\) := det([A]8 — X - 1)
ahol B a V vektortér egy tetszdleges bazisa.

Tétel: (1) A karakterisztikus polinom a A valtozonak egy n-edfokd polinomja, ahol n = dim V.

(2) A karakterisztikus polinom fiiggetlen a felirasahoz hasznélt bazistol.
(3) A X € R skalar pontosan akkor sajatértéke az A transzformécionak, ha k4(\) = 0, azaz A gyoke a
karakterisztikus polinomnak.

Y

tok elGjeles dsszege, ahol a szorzatok tényezsi az [A]5 — X\ - I matrix elemei. E matrix minden eleme

egy legfeljebb elséfoku polinomja A-nak, ezért minden szorzat egy legfeljebb n-edfokd polinom, igy a

determinéns is az. Egy szorzat pontosan akkor lesz n-edfoki, ha minden tényezdGje elsGfokiu. Marpedig

pontosan a féatloban szerepelnek az elssfoku elemek (—1 a fegylitthatojuk), igy pontosan egyetlen

n-edfoku tagja lesz a determinanst meghatarozo 6sszegnek (aminek a fSegytitthatoja egyébként (—1)™

lesz). A determinans tehat csakugyan \ egy pontosan n-edfoku polinomja.

(2): Nem bizonyitjuk. (Jegyezziik meg, hogy maga az allitas fontos (hiszen ez mutatja, hogy a karakte-

risztikus polinom fogalma joldefiniélt), bizonyitasa nemtrivialis.)

(3): A karakterisztikus polinom definicidja el6tti gondolatmenet pontosan ezt igazolja. O
Cayley-Hamilton tétel: Minden linearis transzformacié gyoke a karakterisztikus polinomjanak,
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azaz ka(A)(v) = 0 minden v € V vektorra. (Mas szoval, k4(A) a nulla transzformécio. Egy harmadik
megfogalmazas szerint, ha k4(\) = a, A" + An_ 1 A"+ a1\ +ap, akkor tetszdleges v € V vektorra
an - A"(V) + a1 A" ) 4+ ... +ay - A(v) 4+ ag - v = 0 teljesiil, ahol az A* linedris transzformaciot az
AF(v) := A(A(... A(v) ...)) k-szoros iteralt definialja.) 0

10. Végtelen halmazok, szAmossag

Ez a fejezet nem lett kiilon kidolgozva, az érdekl6ds olvasd a http://cs.bme.hu/~sali/halmaz.pdf
webhelyen letoltheti.

11. Elemi leszamlalasok

//////

n db, rogzitett, egyméastol megkiilonboztethetd elembdl kivalasztott k db elem egy sorrendjét értjiik.
Azaz kivalasztunk egy els6 elemet az n koziil, egy t6le kiilonb6z6 mésodikat, stb, végiil az eddigiektsl
kiilonboz6 k-adikat. V(n, k) jeloli n elem k-adosztalyu variacidinak szamét.

Példa: A fenti varidcidfogalomra egy lehetséges példa, ha azt kérdezziik, hogy egy n versenyzs
részvételével megrendezett kerékparversenyen hanyféle sorrendje lehet az elsé k befuténak.

A kerdés értelemszerten V(n, k) értéke. Vilagos, hogy V(n,0) = 1,V (n,1) = n. Az is latszik, hogy
V(n,k) = V(n,k —1) - (n —k + 1), hiszen minden sz6bajévs sorrendet meghatarozhatunk tgy, hogy
elgszor k — 1 elemet rakunk sorba, majd a k-dik elemet kivalasztjuk az eddig ki nem vélasztott n —k+1
elem koziil. Tnnen V(n, k) =n-(n—1)-... - (n — k + 1) adodik.

. . . 1 han=0

Def: Az n természetes szam faktoridlisa n! := 1.9 onm hanso -

A fenti jeldléssel V(n, k) = (n’_l—'k), adodik.

Def: Legyen k,n € N. Ekkor n elem k-adosztdlyi, ismétléses varidcidja alatt egy olyan k hosszi
sorozatot értiink, aminek tagjai n db, egymastol megkiilonboztethetd elem koziil keriilnek ki, agy, hogy az
n elem barmelyikét tetszdlegesen sokszor felhasznéalhatjuk a sorozatban. Az emlitett ismétléses variaciok
szadmat Vign(n, k) jeldli.

Példa: Az ismétléses variacio kapcsan a Tour de France kerékparos vetélkedd egy versenynapjara
gondolhatunk, és megkérdezhetjiik, hogy ha az adott napon n versenyzd indult, és k etap volt (ezek
mindegyikénél az els6 néhany befutdé pontokat szerez), akkor hanyféle lehet az aznapi etapgyGztesek
sorrendje.

Hasonloan a fenti gondolatmenethez, itt Vg, (n,0) = 1, Vigm(n,1) = n, ill. k > 1 esetén Vg, (n, k) =
Vism(n, k — 1) - n, ahonnan Vi, (n, k) = n*.

Def: Legyen n € N. Ekkor n elem egy permutdcidja az n db, egymastél megkiilonbdztethets elem
egy sorbarendezését jelenti.

Példa: A permutaciéra kordbban lattunk méar példat: egy n x n méreti tablan egy bastyaelhelyezést
ir le. De ha pl. n ellenérzésen kell atjutnunk, mindegyiken egy-egy jelszo bemondasaval (ha rossz jelszoval
probalkozunk, azonnal veszitiink), és ismerjiik az n jelszot, de nem tudjuk, melyik ellenrzési pontokhoz
tartozik, akkor a siker esélye (tovabbi informécié hianyédban) éppen %

A definiciokbol azonnal adodik, hogy n elem permutacioi azonosak az n elem n-edosztalyu variacio-
ival, igy a fentiek szerint a szdmuk 8—!! =nl.

Def: Legyen ki, ko, ...,k € N rogzitett szamok és n := > | k; . Ekkor n elem ismétiéses permu-
tacigja alatt egy olyan n hosszi sorrendet értiink, amiben az i-dik elem pontosan k;-szer jelenik meg
minden 1 <4 </ esetén.

Példa: Ha tudjuk, hogy egy héten minden nap 6t 6réank van az altaldnos iskolaban, és ismerjiik az
egyes targyak heti 6raszdmait (k1, ko, . . ., ky,, ezekre értelemszertien k1 +ko+. ..+ k, = 25 teljesiil), akkor
a lehetséges 6rarendek szama éppen a 25 ora ismétléses permutécidinak szama. (A példa pindurit santa,

mert nem valoszint olyan nap, hogy testnevelés-ének-rajz-technika-osztéalyfénoki legyen a beosztés.)
Megjegyzés: 1. Az ,n elem ismétléses permuticidja”’ elnevezése nem teljesen pontos. Ugyanis amikor errgl beszeliink,
akkor azt mindig ugy értjiik, hogy az [ és a k;-k értékek is rogzitettek.
2. Ha minden k; értéke 1, akkor az ismétlés nélkiili permutaci6 fogalméahoz jutunk vissza. Az ismétlés nélkiili permutacionak
tehat két lehetséges altalanositasat lattuk: az ismétlés nélkiili variaciot, ill. az ismétléses permutéciot.
Az ismétléses permutaciok szaméanak kiszamitasihoz tekintsiink n megkiilonboztethetd elemet, és
rogzitsiik ezeknek egy [ csoportra torténd szétosztasat, ugy, hogy a csoportok mérete rendre k1, ko, ..., k;

legyen. Ekkor az n elem minden permutécidja egyértelmiien meghataroz egy ismétléses permutaciot
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ha a sorbarakott elemek helyett azok csoportjat tekintjiik. Az a lényeges megfigyelés, hogy minden
ismétléses permuticiét ugyanannyi ismétlés nélkiili permutacié hatadroz meg: ha ugyanis egy rogzitett
ismétléses permutéciét szeretnénk megkapni, akkor az egyes csoportokat adott helyekre kell szétosztani,
amit egy k; méretd csoport esetén k;!-féleképp tehetiink meg. Mivel minden csoportra ezt egyméastol
fiiggetleniil megtehetjiik, ezért minden ismétléses permutaciét pontosan k! - k2 . - ki!-féle ismétlés
nélkili permutacié hataroz meg. Ezért az ismétléses permutéicidk szama m .

Megjegyzés: 1. A W kifejezésrol ranézésre nem vilagos, hogy egész szam. Lattuk azonban, hogy az ismét-
léses permutaciok szaméat irja le, ezért bizonyosan egész. Ezzel tehat egy algebrai tényt kombinatorikus tton igazoltunk.
2. Figyeljiik meg, hogy az ,ismétléses” jelz6 a variaciok ill. permutéiciok esetén kiilonb6z6 dolgot jelent: variaciok esetén
tetszé’leges szamu ismétlédés megengedett, permutacioknal minden elemr(’)’l adott hogy hényszor ismétl()‘dik
allo halmaz egy k elemii reszhalmazat értjiik. Az elem k-adosztalyi kombinacidinak szadmét (azaz az
n-elemi halmaz k-elemi részhalmazainak szamat) C(n, k) jeldli.

Példa' A legkézenfekvibb példa talan a lottéhﬁzésok lehetséges kimeneteleinek szama, C(90 5).
adosztalya komblnacmt. egyszerten el kell feledkeznl kivalasztott k elem sorrendjérdl. Az is azonnal
latszik, hogy minden egyes k-adosztalyi kombinacié annyi k-adosztalyd variaciobol szarmaztathato,
ahanyféleképpen a kivalasztott k& db elemet sorba lehet rakni, azaz k! db-bol. Ezért C(n, k) = #'),k,

Megjegyzés: Az fenti kombinaciéfogalom ismét specialis esete az ismétléses permutacionak: ha n elembdl akarok k-t
kivalasztani, akkor feltehetem, hogy az n elemnek van egy rigzitett sorrendje. Ebben a sorrendben minden elemrdl meg
kell mondanom, kivalasztottam-e vagy sem, rddadasul ezt tgy, hogy pontosan k-t valasszak ki. Vagyis egy olyan n hosszi
sorrendrdl van sz6, amiben a ,kivalasztva” k-szor, a ,,nem kivalasztott” pedig (n — k)-szor jelenik meg. Ez pedig az n
elem egy olyan ismétléses permutacidja, amire k1 =k és ko =n —k .

Def: Jeldlje (}) := #'),k, az ,n alatta k” (vagy ,n alatt a k” ?) binomidlis egyutthatot.

A fenti jeldléssel C(n, k) = (}) adodik.

Megjegyzés: 1. Ranézésre itt sem vilagos, hogy (}) € N, de kombinatorikus titon ez azonnal adodik, hisz egy halmaz
méretét adja meg. (Persze ezt mar lattuk az ismétléses permutacioknél.)

2. (}) = (,”*,): algebrai aton is vilagos, de abbol is latszik, hogy n elem koziil k elem kivalasztasa ugyanaz, mint n — k
elem ,otthagyasa”, vagyis a me%marado n — k elem kivalasztéisa.
3. Ha k& > 1, akkor (") = (" ) ( ) Rogzitsiink ugyanis egy z elemet az n elem koziil. Ha most n elem koziil k-t

valasztunk ki, akkor ebben a k elemben vagy nincs benne az x, és akkor tkp n—1 elembdl valasztottunk k-t ( ("k 1) -féleképp),

vagy benne van az z, és ekkor az z-t6l kiilonb6z6 n—1 elem koziil kellett (k—1)-t kivalasztani, amit Z:})—féleképp tehetiink
meg. Az azonossag persze algebrai uton is igazolhato, de az az it unalmas és faraszto.

Def: Legyen k,n € N. Ekkor n elem k-adosztdlyi, ismétléses kombindcidja n-féle elemtipushol k
db kivalasztasat jelenti, ahol barmely tipusbol tetszélegesen sokat valaszthatunk. Tehéat az ismétléses
kombinéaciok kdlcsondsen megfeleltethetéek az aq +as + . . . a,, = k 6sszegeknek, ahol a; € N irja le, hogy
az i-dik tipusbol hanyat valasztottunk. Az n elem k-adosztalyt ismétléses variacidinak szama Cigsp, (0, k).

Példa: Ha egy cukraszdaban n-féle siiteményt arulnak, akkor k& db-t éppen Cignm, (n, k)-féleképpen
vasarolhatunk.

Az n elem tetszbleges k-adosztalyt, ismétléses kombinécidja egyértelmtien megfeleltethets egy (n +
k — 1) hosszusagu 0/1-sorozatnak: elgszor leirunk ay db 1-t, majd egy 0-t, utana ag db 1-t, egy 0-t, a3
db 1-t, 0-t, stb. (Tkp. minden a;-t a; db l-essel, és minden +-t egy 0-val kodolunk.) Osszesen tehat
k db 1-t és (n — 1) db 0-t irunk le. Rdadasul, minden n + k — 1 hosszusaga, k db 1-est tartalmazo
0/1 sorozathol egyértelmien adodik egy ismétléses kombinacio. Ezért az ismétléses kombinéciok szama
azonos a lehetséges 0/1-sorozatok szamaval. Egy ilyen sorozatot pedig ugy kapunk, hogy a lehetséges
n + k — 1 helybdl kivalasztjuk azt a k helyet, ahova 1-t irunk, a maradék helyeken értelemszertien 0-k
allnak. Eszerint n elem k-adosztalyt ismétléses kombinacidinak szama ("7 ~").

A binomialis egyiitthatokkal kapcsolatos a binomialis tétel.

Binomialis tétel: Ha 1 < n € Z, akkor (a+b)" = > 1", ()a’d" " .

Biz: Amikor a zardjeleket felbontjuk, akkor a keletkezs kifejtési tagok tugy adddnak, hogy az n
tényez6 mindegyikébdl kivalasztjuk az a ill. b valamelyikét, és ezeket Osszeszorozzuk. Tehdt minden
kifejtési tag a’ - b" % alaku lesz valamely 0 < i < n egészre. Konkrétan: a’b"~* annyiszor fog adodni,
ahényféleképpen i db a-t tudok vélasztani a lehetséges n-bél, azaz (})-szer. O

Kav: L () + (1) + (5) +--+ () = i, (7)) = (1 +1)" =27
20 -+ - () =T )()) =0 -1 =0"=0.
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A Pascal haromsz8g. A binomialis egyiitthatokat elrendezhetjiik piramisalakzatban tgy, hogy a 1 1

piramis csticsan 4ll az (J) = 1 egyiitthato, alatta az () = 1ill. (}) = 1 egyiitthat6k, a harmadik 1 2 1
sorban talalhatéak a (7)., (3), () egyiitthatok. Altalaban, az ¢-dik sorban az ((), (}),..., () 1 3 3 1
egyiitthatok allnak. A legutobbi kévetkezmény mutatja, hogy a Pascal haromszog i-dik soraban 1 4 6 4 1

talalhat6 elemek Gsszege 2°7 1. Ez azonban belathat6 abbol a ténybdl is, hogy minden sorésszeg 1 5 10 10 5 1

kétszerese az el6zének, ugyanis a pascal haromsziég egy elemét ugy kapjuk, hogy Osszeadjuk a
f5l5tte 4ll6 két elemet. (Ez a korabban latott (7) = (Y1) + ("), ') Osszefiiggésbol adodik.) A

Pascal haromszdgnek tovabbi érdekes tulajdonsagai vannak. A Pascal haromszdg

Grafok

A G = (V, E) egyszeri grdf, ha (1) V#£0és (2) EC (‘2/) = {{u,v} :u,v € Viu £ v} .

Egy G graf esetén V(Q) jeloli G csicsainak (pontjainak), E(G) pedig G éleinek halmazat, azaz
G = (V(G),E(GQ)). A G egysrzert graf véges, ha V véges halmaz.

A G graf egy diagramja egy olyan lerajzolasa, amiben a csucsoknak (sikbeli) pontok felelnek meg,
éleknek pedig olyan gorbék!'?, amik a két végpontot kitik Gssze, dSnmagukat nem metszik, és mas vég-
pontokat elkeriilnek. A G graf szomszédossdgi mdtriza az a V(G) x V(G) méretd méatrix, aminek (u,v)
pozicidjan az u és v kozti élek szama all (v = v esetén a hurokélek szamanak kétszerese).

Az e = {u, v} élt roviden e = uv-vel jeloljiik; u és v az e él végpontjai. u és v szomszédos, ha uv € E.
e és f pdrhuzamos élek, ha végpontjaik azonosak'®. Hurokél az olyan ¢l, aminek végpontjai azonosak'%.
A G = (V,FE) par grif, ha V # (), E élhalmaz V-n, és parhuzamos és hurokél is megengedett. A G graf
véges, ha V(G) és E(G) is véges halmazok.

A G graf v csticsanak d(v) foka a v végpontu élek szama (hurokél kétszer szamit):

d(v) :=|{e € E : v végpontja e-nek}| + |[{e € E : e hurokél és v-n}| . A G graf mazimdlis ill. minmadlis
fokszamat A(G) := max{d(v) : v € V(GQ)}, ill. §(Q) := min{d(v) : v € V(G)} jeloli. A G graf (r-
Jreguldris, ha minden pontjanak ugyanannyi (r) a foka: A(G) = 6(G)(= ).

Tétel: Ha G véges graf, akkor ), v g d(v) = 2|E(G).

Biz: ) . d(v) = ZUEVZ cc 1= ZeeEZuev 1 =2 .cp2=2|E|. (Szavakban: ha minden
fokszamot Osszeadunk, akkor minden élt kétszer szamolunk meg: egyszer az egyik, mésszor a masik
végpontjanal.) a
K, az n-pontu teljes grdf: |V (G)| = n, és barmely két pont (egy-

P

szer) Ossze van kotve. P, az n-ponti it C,, az n-ponti kor:
V(P,) =V(Cy) = {v1,...,un}, E(Py) = {vjvig1 : 1 < i < n},
E(Cy) = E(P,) U{v1v,}. (1d. az abrat) @ %
Megfigyelés: Ko = Py, K5 = (5
= (V, A) irdnyitott grdf, ha (1) V # 0 és (2) A C V2. (Minden élnek van egy iranyitasa. A

diagramon nyilakkal jellhets. Parhuzamos és hurokél itt is ertelmezheto, akar kétféle iranyu él is lehet
két pont kozott. Az iranyitatlan fogalmak tobbsége értelemszerten kiterjeszthetd.)

A G, és Go grafok izomorfak (G = G3), ha létezik egy-egy ¢y : V(G1) — V(G2) és g : E(G1) —

E(G2) bijekcié ugy, hogy uv € E(G) < oy (u)pyv(v) = prp(uv). (Tkp. kolcs. egyért. megfelelés a

pontok kozott, ugy, hogy tetsz. u és v annyiszor van Osszekdtve G1-ben, mint a megfelelsik Go-ben.)

A G egyszerii graf komplementere a G == (V(G), (%) \ E(G)) graf.

Példa: Onkomplementer (komplemeteriikkel izomorf) grafok. (Pl. Py, Cs ill. az 5-pontt ,bika”.)

Tétel: Grafok izomorfidja ekvivalenciarelacio: tetszéleges Gy, G2, Gg grafokra (1) G; = Gy, (2)
G = GQiGQ—GleS()Gl—GQ G3§G1 Gg.

A G graf élsorozata egy olyan (v1,e1,vq,€a,...,v;) sorozat, amire e; € E(G) és e; = vjvi41 (V1 <
i < k). A séta olyan élsororzat, aminek minden éle kiilonb6zs. A kdrséta olyan séta, aminek kiindulé és
végpontja azonos: v; = vg. Az 4t (ill. kdér) olyan (kor)séta, aminek csticsai (a végpontok azonossagatol
eltekintve) kiilonbozsek.
Egyszert graf esetén az ut (kor) azonosithato a hozzatartozé pontsorozattal vagy élsorozattal.

A G graf dsszefiiggd (6f ), ha barmely két pontja kozott vezet séta.

Allitas: A G grafban pontosan akkor létezik u és v kozott séta, ha létezik u és v kozott tt.

u,v € V(G)-re u ~ v, ha létezik u és v kozott séta. A G graf komponense a ~ ekvivalenciarelacid
ekvivalenciaosztalya.

12G6rbe helyett szerencsésebb toréttvonalrél beszelni. Egy gorbe egészen varatlan modon is tud viselkedni. Hagyjuk.
I3 Ezek értelmezéséhez vagy F(G)-t ,multihalmaznak” tekintjiik (egy él tobbszorés multiplicitassal lehet eleme), vagy E
csak az élek ,neveinek” halmaza, és odagondolunk egy £ — (‘2/) leképezést is, ami megmutatja az élek végpontjait. Nem
kinlodunk a fogalom preciz definicidjaval: megelégsziink azzal, hogy lehetséges formalizalni azt, amit szemléletesen leirunk.
14Ehhez is modositani kéne az él definicidjat, de itt sem az absztrakt formalizmus a cél.

23



Allitas: A ~ relacio ekvivalenciarelacio: (1) u ~u, Q) u~v =>v ~u, 3 u~v~wW=>u~wW
tetszoleges u,v,w € V(G)-re.

Kovetkezmény: K C V(G) a G graf komponense, ha barmely u,v € K kozott létezik G-séta, de
nem létezik u —v sétahauw € K, v € V(G) \ K.

Kovetkezmény: Minden graf egyértelmtien komponensekre bonthaté.

G=V,E)graf,eec E,E' CE,veV, V' CV.G—e:= (V,E\{e}) az e él torlésével keletkezs graf.
G—FE' = (V,E\ E') az E’ éleinek torlésével keletkezs graf. Legyen E, := {e € E : v végpontja e-nek}.
G—v:= (V\{v}, E\ E,) av pont torlésével keletkezs graf. Ey, := {e € E : enek van V'-beli végpontja}.
G—-V':=(V\V' E\Ey) aV’torlésével keletkezs graf.

Legyen G egy graf és V! C V(G), ill. V* := V\V'. G* a G grdf V* dltal feszitett részgrifja, ha
G* =G —-V'. H a G részgrifja, ha H = (G — V') — E" alkalmas V' C V(G) és E' C E(G)-re.

13. Fak alaptulajdonsagai

A G graf erdd, ha kormentes, azaz nem tartalmaz kort. A G graf fa, ha of erdd, azaz ha kérmentes
és Osszefiiggd.

Tétel: Tegyiik fel, hogy G n-pontu, kérmentes graf. G pontosan akkor 0sszefiiggs, ha n — 1 éle van.

Biz: Epitsiik fel F-t az n-pontu iiresgrafbol élek behuizasaval. A kérmentesség miatt mindig két
kiilonb6z6 komponens kozt kell élt behtzni (kiilonben kort kapnank). Két komponens kozé behuzott él
1-gyel csokkenti a komponensek szamat. Ha G 6f, akkor n-rél 1-re csfkken a komponensek szama, tehat
n — 1 élt huztunk be. Méasfelsl, ha G (n — 1)-éld, akkor komponenseinek szdma n — (n — 1) = 1, tehat
G of. O

Tétel: Legyen G n-pontu, (n — 1)-éld, Gsszefiiggs, egyszert graf. Ekkor G kérmentes.

Biz: Indirekt. Ha G-ben van egy k-pontu kor, akkor e kor k élének behtizasa utan n—k+1 komponens
van. A tovabbi n — 1 — k él mindengyike legfeljebb 1-gyel csékkenti a kompontensek szamat, végiil tehat
legalabb n — k 4+ 1 — (n — 1 — k) = 2 komponens lesz, azaz G nem of. Ellentmondas. O

Kov.: F fa < G kdrmentes, 6f <= |E(G)| = |V(G)|-1, G kérmentes < |E(G)| = |V(G)|-1,
G of < G minimalis 6f (barmely élt elhagyva G szétesik) <= G maximalis kormentes (tetsz. 0j élt
behtizva kor keletkezik.)

Ko6v.: Minden véges, 6f G grafnak létezik feszitdfdja, azaz olyan F részgrafja, amire F fa és V(G) =

V(F) .
Biz: Hagyjunk el éleket, mig a graf 6f marad. Végiil egy min. 6f grafot, azaz fat kapunk. Ez fesz.fa
lesz, hisz nem hagytunk el pontot. (|

Def: F fa, v € V(F) az F levele, ha d(v) = 1.

Tétel: Minden, legalabb 2-pontu fanak van legaldbb két levele.

Biz: Tekintsiink egy leghosszabb P utat. P végpontjabol sem indulhat tovabbi él: ha ugyanis tijabb
pontba futna, akkor P nem lenne leghosszabb, ha pedig P egy pontjaba, akkor a graf nem lenne kor-
mentes. |

14. A Cayley tétel

Alapprobléma: Hany n-ponti fa van? Izomorfia erejéig: n = 1-re 1, n = 2-re 1, n = 3-ral, n = 4-re
2 (K13 és Py), n = b-re 3 (2-leveld, 3-leveld, 4-levelt), n = 6-ra 6 (2-leveld, 2 x 3-leveld, 2 x 4-leveld,
5-leveld), ... Nehéz.

Szamozott csticsokon (izomorf fakat tObbszor megszamolva) n = 1-re 1, n = 2-re 1, n = 3-ra 3,
n=4-re 16 (4 x K13 és 12 x Py), n = 5-re 125 (60 x 2-leveli, 60 x 3-leveld, 5 x 4-leveld), n = 6-ra sok.

Cayley tétel: Az {1,2,...,n} ponthalmazon n"~? kiilénbz6 fa adhaté meg.
Biz: (A Priifer-kod segitségével) Részfak egy F = Fy > Fo > ... > 3wy 9y Srgv4
F,,_1 sorozatét konstrualjuk az alabbiak szerint. Legyen i € [n—1]-re )
w; az F; legkisebb sorszamu levele, v; pedig w; Fj-beli szomszédja.

Legyen tovabba F;y1 := F; — w;. (Az aktualis F; fanak a legkisebb w; » W6
levelét hagyjuk el, ami v;-hez csatlakozik.) 1wy
MegﬁgyeléS: anl - {TL}, azazZ Up—1 =N . Levéltorlési sorrend: 1,3,4,5,7,8,6,2

Biz: Az n cstucsot sosem hagytuk el, hisz mindig legl. 2 levél volt. [ Priifer kod: (2,7,2,6,9,6,2)
A fenti F fa Prifer-kédja P(F) = (v1,va,...,05—2). A definiciébol adodik, hogy az F; fa Priifer-kodja
P(F;) = (vi,Vit1,-..,0n—2) . Az is vilagos, hogy minden fahoz egyértelmten tartozik Priifer-kod. Azt
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kell igazolni, hogy minden (n — 2)-hosszi sorozat pontosan egy fa Priifer-kodja, hisz ekkor a lehetséges
n"~2 Priifer-kod kolcs. egyért. megfelel a vizsgalt faknak.

Megfigyelés: Az F fa Priifer-kodjaban F' barmely v csicsa (d(v) — 1)-szer szerepel.

Biz: Lattuk, hogy F,,—1 = {n}, ezért a v = n pont éppen annyiszor szerepel a vy, vs,...,v,_1 pontok
kozott, ahdnyszor egy-egy szomszédja torlésre keriilt, azaz d(n)-szer. Mivel v,_1 = n, ezért a Priifer-
kodban d(n) — 1-szer szerepel az n.

Legyen most k < n. A k cstics pontosan akkor szerepel a Priifer-kodban, ha toroljiik egy szomszédjat,
azaz, ha fokszama eggyel cskken. Amikor k fokszama 1-re cs6kken, akkor az utols6 k-bol indul6 él mar
k-nak (és nem a szomszédjanak) a torlése miatt lesz torolve, tehat ekkor mar nem k keriil a Priifer-
kodba. (Ez az él egyébként a k-bol az n cstcs felé vezetd 1t elss éle, hisz a részfak n-re zsugorodnak.)
Tehat k is d(k) — 1-szer bukkan fel a Priifer-kodban. O

Kov.: Az F fa levelei pontosan F-nek a Priifer-kédban nem szerepld cstcsai.

Biz: A levelek az 1-foku csticsok, vagyis pontosan azok az 1 és n kozti szaimok, amik 0-szor szerepelnek

a Priifer-kodban. |
Kov.: w; a legkisebb olyan természetes szdm, ami nem szerepel a vy, vs,...,v,—1 sorozatban. O

Lattuk, hogy az I’ Priifer-kédjanak k-dik jegytdl induld végszelete az Fj, fa Priifer-kodja. Ezért wy
(az F}, fa legkisebb indext levele), a legkisebb olyan szam, {1,2,...,n} \ {wy,we,...,wr_1} kozott,
ami nem szerepel a F, Priifer-kodjaban, azaz vy, vgy1,...,v,—o kozott. Mas szoval, a legkisebb olyan
szadm, ami nem szerepel a wy,wa, ..., Wk—1,Vk, Vk41,---,VUn—1 sorozatban. (Ez k = n — 1-re is igaz.)
Ha tehat a Priifer-kod csakugyan egy F' fahoz tartozik, F' egyértelmiien rekonstrualhat6: be kell htizni
A Up—1Wp—1,Vp—2Wpn_2,..., 01wy éleket az [n] ponthalmazon. (Az éleket ebben a sorrendben érdemes
behtzni, mert igy mindig egy fat bovitiink, amit emiatt konnyt élkeresztezddés nélkiil lerajzolni.)

Azt kell még igazolni, hogy a (vi,va,...,v,_2) Priifer-kodbol egyértelmiien rekonstrukalhaté F graf
olyan fa, aminek Priifer-kodja (v1,va, ..., vp—2).

Legyen FJ a wp—1Vn—1, Wn—2Un—2, ..., WiV élek feszitette graf. Azt mutatjuk meg k szerinti indukcioval, hogy F},
olyan fa, aminek Priifer-kodja (vi,vk41,...vn—2). (Ez k = 1 esetén épp azt adja, amit szeretnénk.) Az indukcios allitas
k = n — 1-re vilagos, hisz F,_, egyponta, és Priifer-kodja tires.

Megfigyelés: (1) w1, w2, ..., wp—1,n kiilonbdzdek. (Hisz w; valasztasakor w; tiltott ha i < j.)

(2) v, & {w1,wo,...,w,} (w; valasztasakor i < k-ra w; # vy) , igy vy € {wp41, Wrt2,. .., Wn_1,n}. O

Tegyiik fel, hogy Fjy1 fa, és hogy Priifer-kddja csakugyan (ve4i,...vn—2). (1) és (2) miatt V(F,;_H)
{n, wn—1,vn—2,Wn—2,..., V41, Wet1} = {N, Wn_2,Wn_3,...,wry1}, ezért (1) miatt F} csakugyan fa, aminek wy, le-
vele. Azt csupan bizonyitani, hogy wy az Fj, legkisebb levele. FI;-O—I Priifer-kodjabol a fenti Kovetkezmény alapjan az
latszik, hogy F , , leveleinek halmaza

+1
L(Fi ) ={wpgr, - ywn_1,n3 \ {vpyq1, -y vno1} = [n]\ {wi,wa, ., wi} U{oggr, .. on1})
Vilagos, hogy L(F}) = (L(F}, )\ {ox}) U{wg} = [n]\ ({wn, wa, .., w1 }U {0, Vg1, - -, vn1}), és az F, Priifer-
koédjara vonatkozo megfigyelés szerint wy-t éppen e halmaz legkisebb eleme. O
Alkalmazas: Véletlen fa generalasa n ponton: Egy n-oldali dobokockat (n — 2)-szer feldobva, a keletkezd sorozat egy
egyenletes eloszlas szerinti véletlen fa Priifer-kodja. d

A Cayley tételre megadunk egy nemsztenderd, alternativ bizonyitast is. Elénye, hogy valamivel kzvetlenebbiil latszik a
kélesondsen egyértelmd megfeleltetés a fak és az azokat leir6 ismétléses variaciok kozott, tovabba, hogy a fa rekonstrukcioja
a kod alapjan valamivel egyszertibb.

Legyen tehat F egy fa az vi,v2,...,v, pontokon. Az F faban (egyértelmiien) 3 % 6 .- -5
létezik egy Po iranyitott tt v1-bsél va-be. A Py ut valamelyik pontjabol létezik egy \\\ AN ,_,~"°;\\\\
egyértelmi irdnyitott P3 a4t vs-ba ugy, hogy P3 minden (iranyitatlan) éle kiilonb6z6 \B/ 5 ' e
a Pp-beliektsl. (Ha vs rajta van Pp-n, akkor P3-nak egyetlen pontja és 0 éle van.) 7 j g 8
Altalaban, ha méar ismerjiik a Po, Ps, ..., P; utakat, akkor P;;;1 az az (egyértelmiien 1 4
létez6) v;41-be vezetd Ut lesz, aminek kiindulépontja rajta van a P, Ps,..., P; utak P, = {1}, P, = {1,2}, Ps = {2,9,7,3}
altal alkotott részfan, de ettdl eltekintve diszjunkt téle. Vilagos, hogy a fenti elja- Py = {2,4}, Ps = {2,6,5}, Ps = {6}
rds az F fat a P, Ps,..., P, utak uni6jara bontja fel, és ezen utak élei paronként Pr = {7}, Ps = {6,8}, Py = {9}
kiilénbdzéek. Refiirp kod: (1,2,9,7,2,2,6,6)

Ha P; = (Va(1),Va(2)s - - - » Va(k) Vi) egy felbontasbeli ut, akkor legyen P; kddja a(1),a(2),...,a(k). (Ha tehat P; = (v;)
egy egypontu ut, akkor a kodja iires.) Legyen az F fa Refiirp-kddja az F felbontasaban szerepl6 Ps, P, ..., P, iranyitott
utak kodjainak egymaésutanja. Vilagos, hogy ha F' egy fa a vi,v2,...,v, pontokon, akkor egyértelmiien létezik Refiirp-
kédja. E Refiirp-kod rdadasul n — 1 szambdl 4ll, hiszen minden P; ut kodja megegyezik P; éleinek szaméval, tehat az I fa
Refiirp-kodja is épp olyan hosszt, mint ahény éle van F-nek.

Vildgos, hogy a Refiirp-kod elsd jegye 1 (hisz P> a vy cstcsbol kiindulva fut a v1 # va csicsba), és a kod tovabbi
n — 2 jegyének mindegyike az 1 és n kozti egészek koziil keriil ki. Igy az ismétléses variaciokrol tanultak alapjan legfeljebb
n"~2-féle Refiirp-kéd kodolhat n-pontt fat.

Azt kell csupan igazolni, hogy ha 1 = r(1),7(2),7(3),...,r(n — 1) egy olyan szamsorozat, amiben minden r(i) egy 1
és n kozti egész, akkor egyértelmiien létezik egy olyan F' fa, aminek Refiirp-kodja r(1),r(2),7(3),...,7(n—1). A cél tehat
nem mas, mint az r(1),7(2),...,r(n—1) szdmsorozatot felbontani n—1 sorozat egymésutanjara (ezek némelyike iires lesz),
agy, hogy e sorozatok rendre a Ps, Ps,..., P, utak kodjai legyenek. Az elsG kérdés tehat, hogy az r(1),7(2),...,r(n — 1)
szamsorozatban melyik r(z) lesz a Py Gt kodjanak utolsé jegye, azaz melyik r(i + 1) lesz a P3 kodjanak els§ jegye, mas
szoval a P3 ut kiindulopontjanak indexe!®. A Ps at kétféle lehet: kiindulopontja vagy ve, vagy a P ttnak egy wa-tél

ha P3 egypontii, akkor itt Ps helyett az elsé nemegypontt P; titrél van sz0, hiszen annak a kodja kezdddik r(i+1)-gyel.
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kiilénbdz6 pontja, aminek indexe tehat szerepel P» kodjaban. Ezért a P3 ut kodjanak kezdete (vagyis az ominozus r(i+1))
az els6 olyan jegye lesz F' Refiirp-kodjanak, amire r(i + 1) = 2, vagy r(i + 1) méar korabban el6fordult F' Refiirp-kodjaban.

A fenti modszer altalanossadgban is miikodik. Tegyiik fel, hogy az r(1),...,r(n — 1) sorozatb6l mar meghataroztuk a
Py, P3,...,P; utak kodjait. A cél a P, at kdédjanak meghatarozasa. Legyen a P; kédjanak utolsé jegye az I’ Refiirp-
kodjanak k-dik jegye, vagyis r(k). Vilagos, hogy ha mar valamelyik korabbi P; at hasznalta a v;41 csicsot, akkor i+ 1
mér kordbban szerepelt a P; kodjdban, azaz r(l) = i+ 1 valamely [ < k esetén. Ekkor P; 11 kodja iires, és ratérhetiink
P;4o-re. Ellenkez§ esetben, vagyis ha ¢ + 1 nem szerepelt a Refiirp-kod r(k)-ig tarto részében, akkor v; 1 nem pontja a
Py, P3, ..., P; utak egyikének sem, tehat P;1 1 legalabb kétponta, és csupan azt kell megallapitani, hogy Piy1 (r(k+1)-gyel
kezd6ds) kodja hol ér véget, azaz melyik r(s + 1)-gyel kezd6dik a P;11-t kovetd, elss, legalabb kétpontu Pp, ut kodja. A

Pp, at kétféle lehet: vagy a v2,v3,...,v;41 csucsok valamelyike a kiindulépontja, vagy egy olyan pont, aminek indexe a
P>, P3, ... P,y utak valamelyikének kédjaban méar szerepelt kordbban. Ezért s + 1 olyan szam, amire
s>k és r(s+1)e€{2,3,...,i +1} U{r(1),r(2),...,7(s)} (1)

teljesiil. Vilagos, hogy ha s+ 1-re (1) fennall, akkor r(s+ 1) nem lehet benne P;1; kodjaban, tehat s+ 1 a legkisebb olyan
szam, ami teljesiti az (1) feltételt. Ezzel pedig egyértelmiien meghataroztuk P;41 kodjat: r(k + 1),7(k + 2),...,7r(s).

Ha pedig ismerjiik a Ps, Ps, ..., P, utak kodjait, akkor mindezen utak rekonstruélhatoak, tehat uniojuk, az F’ graf is.
Kell, hogy F’ fa. Vilagos, hogy minden P; kiindul6pontja egy el6z6 P; utnak pontja, tehat a F/ dsszefiiggs. Minden P;-nek
annyi éle van, mint a kodjanak hossza, tehat F’-nek n — 1 éle van, tovabba F’ tartalmazza minden P; Gt végpontjait,
tehat a v2,v3,...,v, pontokat, valamint Py kezdSpontjat, vi-t. Tehat F’ egy n-pontu, (n — 1)-éld Osszefliggd graf, azaz
F csakugyan fa. Az F' konstrukciojabol pedig azonnal adodik, hogy P; egy olyan iranyitott at, aminek a kiindulépontja
egy korabbi P; pont valamelyike, végpontja v;, tehat F’ Refiirp kodja csakugyan r(1),7(2),7(3),...,r(n — 1).

Megjegyzés: A Refiirp-kodbol a fa rekonstrukcioja valojaban még egyszertibb. Legyen r(1),7(2),...,7(n — 1) egy
Refiirp-kod. A rekonstrukcié n—1 lépésben torténik: az i-dik 1épésben v,.(;)-bdl inditunk egy e; élt. Az e; €l masik végpontja
Up(it1) lesz, hai+1 < n—18s v,.41) nem szerepel a mar felépitett faban. Egyébként az a v; lesz az e; masik végpontja,
amire j a legkisebb olyan pozitiv csticsindex, ami nem szerepel a mar felépitett faban.

Alkalmazas: Hany olyan F' fa van n cimkézett ponton, amiben az 1 és 2 cimkéji pontok kozdtt futd ut F-nek
pontosan k élét tartalmazza? (Vilagos, hogy a Refiirp-kod els6 k + 1 jegyét nem vélaszthatjuk teljesen szabadon, igy
m=1)-(n=2)...-(n—k)-(k+1) -n""*=3 adodik. Az is latszik, hogyan kell ilyen tulajdonsigti véletlen fat generdlni.)

Szorgalmi hazi feladat: Mi kize a Priifer-kodnak a Refiirp-kodhoz? (A helyes megfejték dija a szerzd elismerése.)

15. A Kruskal algoritmus

Alapprobléma: Egy vizmiib6l kell n varost ivovizzel ellatni. Ugy kell a vezetékhélozatot megépiteni,
hogy csak varosokon beliil lehet vezetékeket elagaztatni, és a koltségminimalizélas a cél.

Formalisan: Adott G = (V, E) lehetséges utak of grafja, k : E — Ry koltségfv. F' C E-re k(F) :=
> rer k(f). Keressiink egy olyan F' C E élhamazt, amire (V, F) fa, és ezen beliil £(F") minimélis. Az
ilyen (V, F) fat minimdlis koltségd feszitdfanak nevezziik.

Kruskal algoritmusa:

Input: G = (V, E) of graf, k: E — R, koltsegfv. Output: F' = F,,, min. ktg-i feszitdfa.
Az algoritmus miikodése:
Legyen E = {ej,ea,...,en}, ndvekvs koltség szerint sorbarendezve (azaz k(e;) < k(ez) < ... <

k(em)) és legyen Fy := () . Sorban minden e;-r6l eldontjiik, hogy bevessziik-e az F; élhalmazba: ha F;_;
az e; él hozzavételével kormentes marad, akkor F; := F;_; U{e;} kiilonben, ha F;_;-be e;-t behtuzva kor
keletkezik, akkor F; := F;_1.

Def: Adott G = (V,E) of graf ill k : E — R koltségfiiggvény esetén egy F* C E élhalmazt
optimdlisnak neveziink, ha létezik G-nek olyan minimalis koltségd (V, F') feszit6faja, amire F* C F.

Lemma: Legyen G = (V,E),k : E — R, . Tegyiik fel, F* C E optimalis, tovabba, hogy X C V
olyan, hogy nem vezet X és V' \ X kozott F*-beli él. Legyen az X és V' \ X kozott vezets élek kozott f
egy minimalis koltségt. Ekkor F* U {f} is optimalis.

Biz: F* optimalitdsa miatt létezik egy (V, F) minimalis koltségti (€ SN )
feszit6fa, amire F* C F. Ha [ € F, akkor (V, F) az F* U {f} opti- / f SN
malitasat is bizonyitja. Ha f ¢ F, akkor a (V, F') faban létezik egy tit N %/fé\l
f két végpontja kozott. Ez az at X-bdl indul, és V'\ X-ben ér véget, 6 : ]
tehat tartalmaz legalabb egy f’ élt, ami X és V — X kozott vezet. Az R e
f él valasztasa miatt k(f) < k(f’) all. Ha a (V, F) fabol elhagyjuk f'- o Ty X
t, akkor a fa két komponensre esik, rdadasul f végpontjai kiilonbozé g
komponensekben lesznek. T F” SO FR\FT

Ezért f behuzasaval (V, F\ {f'}U{f}) szintén fa lesz, és a kiltsége sem lehet tobb, mint (V, F') koltsége

volt. Tehat egy, az F* U {f} élhalmazt tartalmaz6, minimalis koltségi feszitéfat kaptunk. O
Tétel: A Kruskal algoritmus konstrualta (V, F) a G graf egy minimalis koltségd feszitéfaja.
Biz: Az F; definici6jabol vilagos, hogy F' kérmentes. A (V, F) grafba barmely e; € E \ F-beli élt

behuzva kort kapunk, hiszen mar az F;_;-be behuzva is kor keletkezett. Mivel G 6f, ezért (V, F') is of,
tehat csakugyan feszitGfaja G-nek.
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Teljes indukcioval igazoljuk (i szerint), hogy F; optimaélis. Ez elegendd, hisz ekkor az F,, feszitdfa is
optimalis, és az ezt bizonyité miniméalis koltségii feszitéfa csakis maga (V, Fy,,) lehet. Az allitas Fy = ()
esetén trivialis.

Tegyiik fel, hogy F;_1 optimélis. Ha F; = F;_1, akkor F; nyilvin-
valéan optimélis. Egyébkeént F; = F;_; U {e;}. Figyeljiik meg, hogy
az e; a (V, F;_1) graf két komponense (mondjuk X és Y') kozott fut
(egyébkent kort hozna létre). Az is vilagos, hogy e; el6tt egyetlen X
és V'\ X kozott futo e; él sem keriilt sorra, hisz akkor e;-t be kellett
volna venni, és a komponens X-nél bévebb volna. Tehat e; az X és

V\ X kozott futo élek kiiziil az egyik legolesobb. De ekkor az el6z§ ’
lemma szerint F; = F;_1 U {e;} is optimalis. 0O °°Fia

Alkalmazas: G = (V, E) véges graf, V1, Va,..., V), C V. Létezik-e G-nek olyan feszit6faja, ami minden egyes V;-nek
tartalmazza egy feszit6fajat?

Legyen k(e) azon V;-k szdma, amik e mindkét végpontjat tartalmazzak, azaz k(e) = ki(e) + ka(e) + ... + ks(e), ahol
ki(e) = 1, ha e végpontjai V;-ben vannak, egyébként k;(e) = 0. Ha F fa G-ben, akkor

Y=Y k() =D > ki(H)=D_ > ki(H) <D IVj|-1=:c,
j=1

fer feFj=1 j=1fer

és pontosan akor all egyenl6ség, ha F' egy olyan feszit6faja G-nek, ami minden H;-t beliilrél feszit.
Keressiink egy maximalis k-koltségli F' feszitéfat G-ben. Ha ennek koltsége ¢, akkor F' jo fa, ilyet kerestiink. Ha a
koltség c-nél kisebb, akkor nem létezik megfeleld fa. O

16. Sikgrafok

A G graf egy sikbarajzolisa a G egy olyan diagramja, amiben az
éleknek megfelel§ gorbék (tordttvonalak) csak végpontokban metsz-
hetik egymast. G sikbarajzolhaté (sr), ha létezik sikbarajzolasa. A
sikbarajzolés a sikot tartomdnyokra (lapokra) osztja. Lesz egy végte-
len tartomany, az un. kilsdé tartoméany. Gombre rajzoldson lényegében
ugyanezt értjiik, csak sik helyett a gémb felszinén dolgozunk, kiils6
tartomanyrol nem beszéliink.

Tétel: A G graf pontosan akkor sikbarajzolhat6, ha gémbre rajzolhato.

Biz: Sztereografikus projekcioval. (A gobmbdt agy helyezziik el, hogy a sikot a déli sarkon érintse, és az
északi sarokbol (egyenes) vetitéssel a sik pontjai bijektiven megfelelnek az északisark-mentes gdmbfelszin
pontjainak. (A sikbeli inverzi6 altalanositasa. Vicces tulajdonségai vannak: a sik egyeneseit a gdmbfelszin
északi sarkon atmend koreibe viszi, a sik koreit a gémbfelszin északi sarokra nem illeszkedd koreibe, és
viszont. Raadasul szOgtarto: térképészek ezért szeretik.))

Tetszdleges sikbarajzolast a sztereografikus projekcié gombre rajzolasba visz, tovabbé, ha az északi
sarok egy gémbi tartomény belsejében fekszik, akkor gémbre rajzolast sikbarajzolasba képez. A gdmbot
odébbguritva és az 0] északi sarokrol visszavetitve latszik, hogy tetszéleges sikbarajzolas barmely T'
tartomanyahoz létezik egy masik sikbarajzolas, amiben 7" a kiils6 tartomany. O

Kov.: Tetszéleges konvex poliéder élhaldja sikbarajzolhaté.

Biz: Vetitsiik az élhéalot a poliéder egy belsd P pontjabol egy P kézept gémbre. Ezéltal az élhalo
grafja gémbre rajzolhatd, azaz sikbarajzolhato.

Megjegyzés: A fenti allitas megforditasa tgy igaz, hogy tetszéleges G sr grafhoz létezik egy P konvex poliéder, ugy,
hogy G a P élhalojanak egy részgrafjaval izomorf.

Tétel: Ha a G sikbarajzolhat6 graf csiucsainak, tartoményainak, éleinek és komponenseinek szama
rendre n,t,e és k, akkor n +t=e+ k + 1.

Biz: Elszam szerinti indukciéval bizonyitjuk, hogy ha G egy n-csiicsi, e-élii sikbarajzolhato graf,
akkor igaz ra az allitas. Ha a G graf élszama ey = 0, akkor komponenseinek szama ko = n (hisz minden
cstcs 6néllo komponens) és a létrejovs siktartomanyok szama to = 1, tehat igaz az allitas. Tegytik fel,
hogy az n-pontu, i éllel rendelkezd, sikbarajzolhaté grafokra mar bebizonyitottuk az allitast. Legyen G;
egy tetszGleges n-ponta sikbarajzolhato graf, éleinek, tartomanyainak ill. komponenseinek szama pedig
legyen rendre e; = i, t; ill. k;. Hizzunk be G;-be egy (i + 1)-dik élt (mondjuk uv-t). Igy kapjuk a G4
grafot. Vizsgaljuk meg, G;11 megfelel6 paramétereit, azaz az e;1,t+1, ki+1 szdmokat!

Vilagos, hogy e;+1 =i + 1. Két esetet kiilonboztetiink meg. Ha u és v a G; p
graf két kiillonbdz6 komponensében talalhato, akkor az uv él G; két komponensét
koti Ossze, tehat ki1 = k; — 1. Az wv él a G; egy tartomanyan (mondjuk 7-n) m
beliil halad, tehat G; minden T-t6l kiilénb6z6 tartoménya egyuttal G, 1-nek is
tartoméanya lesz.
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Azt kell csupén latni, hogy T (elhagyva bel6le az uwv élt) szintén tartomanya lesz a G;11 grafnak, hiszen
ha T-t a behiizott uv él kettévagna, akkor az egyik keletkezs T’ tartoméany hatara tartalmazna u-t a v-vel
Osszekots élsorozatot a G; grafban, ami ellentmond annak, hogy u és v a G; kiilonb6z6 tartomanyaiban
talalhato. Tehat ti+1 :ti, azaz n+ti+1 = n+t1 = 61+k1+1 :’L+k1+1 = (’L+1)+(k17 1)+1) =
€i+1 + kiy1 + 1, vagyis az indukcids 1épést bebizonyitottuk.

A masik eset az, amikor u és v egyazon komponensbe esnek, azaz létezik o
u és v kozé behuzott tartomany hatardn egy wu-bol v-be vezeté P 1ut. Ekkor
kit1 = ki, hiszen egy komponensen beliil élt behtuzva ugyanazok a ponthalmazok @
maradtak a G;41 graf komponensei, amik G;-¢é voltak. Legyen T a G; grafnak az
a tartomanya, aminek a belsejében vezet az imént behizott uv él.
Vilagos, hogy G; minden T-t6l kiilénb6z6 tartoménya tartoménya lesz G;41-nek is, tovabbé a T tarto-
many két tartoményra esik szét, amik az wv él mentén hatarosak. (Az egyik tartomanyt az uv él és a
P 1t alkotta kor hatarolni fogja. Azt kaptuk tehat, hogy ;41 = t; + lezért n +t,01 =n+t; +1 =
ei+ki+14+1=i4+1+kiy1 +1=ce;41+ kit1 + 1. Igazoltuk az indukcids lépést, a tételt belattuk. O

Kov.: (Euler-formula) Ha egy Osszefiiggs, n-pontt, e-¢ld graf ¢ tartomannyal sikbarajzolhato,
akkor n +t=e+ 2.

Biz: Ha G Osszefiiggs, akkor £ = 1 komponense van, tehat az el6zé tétel szerint n +t=e+k+1=
e+l+1l=e+2 |

Kov.: Ha G sr, akkor barmely sikbarajzolasdnak ugyanannyi tartoméanya van. |

Kov.: Ha G egyszert, legaldabb 3-pontu, sr graf, akkor e < 3n — 6 .

Biz: Huzzunk be annyi tovabbi élt a sikbarajzolhatésag megtartasaval, amennyit csak tudunk. A ka-
pott grafnak e’ db éle, ¢ tartomanya és n csticsa lesz. Minden tartomanyt 3 él, és minden él 2 tartoményt
hatérol, ezért 2¢/ =3t =3(e’ +2—n)=3¢’+6-3n=3n—-6=¢ >ec. O

Megjegyzés: Ha G sr és egyszert, akkor (|E(G)| = 3|]V(G)|—6) <= (G minden lapja haromszdg).

Kov.: Ha G sr és egyszert, akkor van legfeljebb 5-6dfoku csucsa, azaz §(G) < 5.

Biz: Indirekt. Ha d(v) > 6 Vv € V = 2e =) i, d(v) > 6n = e > 3n, ellentmondas. O

Ko6v.: Sem K5, sem K33 nem sikbarajzolhat6. M
Biz: Indirekt. K5-re: n =5,e =10 =t =7 = 21 = 3t < 2e = 20, ellentmondaés.

Kss-ra:n =06,e =9 =t =5.Mivel K33 Cs-mentes, ezért minden tartomanyt legalabb K33
4 ¢l hatéarol: 20 = 4t < 2e = 18, ellentmondés. O
Def: A G és H grafok topologikusan izomorfak, ha H megkaphatdé G-bdl az alabbi
Ks

lépések ismételt alkalmazasaval:

1. Térliink egy uv grafélt, és bevesziink egy 4j, masodfoki csicsot, aminek a szom- & &

szédai v és v. (Ha ugy tetszik, egy w csucsot iiltetiink az uwv élre.) i
2. Torliink egy masodfoku z csicsot, és éllel osszekotjiik x két szomszédjat. X

Megjegyzés: A fenti definicioban a két 1épés egymaés ,jinverze”, azaz ha G-bdl az 1. 1épés egy G’
grafot képez, akkor G'-bdl egy 2. 1épés konstrualja meg G-t, és viszont.

Kuratowski tétel: A G graf pontosan akkor sr, ha nem tartalmaz sem K3 3-mal, sem Ks-tel topo-
logikusan izomorf részgrafot.

Biz: Sziikségesség: ha G sr, akkor minden H részgrafja sr, tovibba ha H és K topologikusan izomorf,
és H sr, akkor K is sr. Igy K = K5 ill. K = K3 3 nem lehetséges. Az elégségesség nem trividlis, itt nem
bizonyitjuk. O

Fary-Wagner tétel: Ha G egyszerii, sr graf, akkor G ugy is sikba rajzolhato, hogy minden él

egyenes szakaszként van lerajzolva.

,Biz: ” (Vazlat) A sikbarajzolhatosag megtartasaval 0j éleket behizva feltehets, hogy G-nek maximalisan sok (3n—6)
éle van, igy tetsz6leges sikbarajzolaskor G minden lapjat harom él hatarolja. Rajzoljuk le G-t a sikba tugy, hogy az éleknek
megfelel§ gorbék tordttvonalak legyenek. Vegyiink fel a sikon egy olyan ABC haromszoget, aminek a lerajzolt G teljes
egészében a belsejében van. Tor6ttvonalak segitségével kossiik 6ssze G kiils6 lapjanak harom cstucsat az A, B, C cstcsokkal
agy, hogy a sikbarajzoltsagot megtartjuk és A, B, C' mindegyikével G kiils6 lapjanak egy-egy csticsat kotjiik dssze.

Legyenek a G’ graf cstcsai a lerajzolasbeli tordttvonalak torés- és végpontjai, G’ élei pedig a térdttvonalak szakaszai.
Vilagos, hogy G’ is sikbarajzolt graf. Ha ennek a sikbarajzolasnak van olyan lapja, ami nem haromszdg, akkor azt a
sokszdget hurjai segitségével fel tudjuk darabolni haromszogekre. (Ugyanis tetsz6leges sokszogbe be tudunk hazni olyan
hart, ami teljes egészében a soksz0g belsejében halad: vagy egy konvex X cstics két szomszédja OsszekOthetd, vagy X
Osszekothetd a hozza legkozelebbi, a konvex szdgtartoményba esd cstccsal.)

Igy megkapjuk egy G’-t részgrafként tartalmazo, csupa haromoldali tartomannyal rendelkez6 G* graf egyenes sza-
kaszokkal valo sikbarajzolasat. Helyettesitsitk G* minden élét egy gumiszalaggal, majd hagyjuk, hogy a gumik Gsszehi-
zo6dasaval a rendszer egyensulyba keriiljon, azaz a tarolt rugalmas energia minimalis legyen. Nem trividlis, de igaz, hogy
ez bekodvetkezik. Mikdzben a rendszer egyensulyba keriil, nem torténhet meg, hogy egy csiicspont atkeriil egy gumiszalag
tuloldalara. Az egyensilyi helyzetben minden gumi egyenes lesz, és csak G* csiicsaiban metszik egymast.
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Egyenként hagyjuk el E(G*) \ E(G’) éleit, és hagyjuk, hogy a rendszer egyensulyba keriiljén. Itt sem torténik meg,
hogy csiics egy gumiszalag tiloldalara keriil, ezért az 6sszes sziikséges elhagyas utan G’ olyan sikbarajzolasat kapjuk,
amiben minden él egy-egy szakasz, és a GG éleinek egy egyenesbe es§ szakaszok felelnek meg. Ez pedig G kivant lerajzolasat
adja. (Ha G-nek nemcsak haromszdglapjai voltak, akkor G részgrafja a lerajzolt grafnak, ami nem valtoztat azon, hogy az
élek szakaszok.)

17. Sikgrafok dualitasa

Legyen G = (V, E) sikbarajzolt graf, legyen V* G lapjainak halmaza.
G* = (V*,E*) a G dudlisa, ahol E* = {e* : e € E} és e* az e-t hatarolo
tartomany (oka)t Osszekots él.

Megjegyzés: A G* duélis graf nem(csak) G-t6l, hanem G adott sikba- Kiilsnbszs sikbarajzolasokhoz
rajzolasatol fiigg. Adott sikgraf kiilonbozs 51kbarajzolasa1 nemizomorf dug- kitonbdz6  dudlis = tartozik.

(Egyszer van 6-odfoka csucs,

lisokat definidlhatnak. masszor nincs.)

Def: A G graf e és €’ élei soros élek, ha van olyan kozos pontjuk, amihez nem csatlakozik mas él.
A @Q C E(GQ) élhalmaz vdgds, ha @ egy olyan élhalmaz, hogy elhagyasakor G komponenseinek szama
megnd, és Q egy legsziikebb ilyen élhalmaz, azaz @) semelyik valodi részhalmazara ez nem teljesiil. Az e
él elvdgo él, ha {e} vagas.

Tétel: Legyen G = (V,E) sr. (1) Ha G* a G dualisa, akkor G* sr és 6f.

(2) f(e):=e*egy f: E(G) — E(G*) természetes bijekciot definial.

(3) G lapJal bijektiven G* pontjainak felelnek meg.
(4) e, ¢’ € E(G) parhuzamos (soros) élek <= f(e), f(e’) soros (parhuzamos) élek.
(5) e € E(G) a G hurokéle (elvago éle) <= f(e) a G* elvago éle (hurokéle).
(6) Ha G of, akkor G = (G*)*, és ekkor G pontjai bijektiven G* lapjainak felelnek meg.
(7) C C E(G) a G kore (vagasa) < f(C) G* vagasa (kore).
(8) Ha G 6f, akkor F' C E(G) a G feszitéfaja <= f(F) a G* egy feszitéfajanak komplementere.

Biz: (1): Elkészitiink egy G’ = (V’, E’) grafot az alabbiak szerint. A sikbarajzolt G graf
minden [ lapjan felvesziink egy v; pontot, legyen V* := {v; : | G lapja}, és legyen V' := VUV *.
A G’ graf minden éle egy V-beli és egy V*-beli pont kézott fut. Az éleket ugy kapjuk, hogy
minden V-beli v csticsbol annyi E’-élt inditunk, ahany E-beli indul v-bél, mégpedig ngy, hogy
v koriil felvaltva kivetkezzenek az E-beli ill. E’-beli élek. Ha egy v-bél indulé E’-beli él az |
lapon indul, akkor ezen él méasik végpontja v; lesz. Feltehets, hogy minden vv; élt az adott [
lapon beliil rajzoltunk, igy G’ sikbarajzolt graf lesz. S6t: G’ U E olyan sikbarajzolt graf, aminek
kétféle lapja lehetséges: ha egy lapjat E-beli uv él hatéarolja, akkor w és v is ugyanazzal a
V*-beli ponttal van 8sszekdtve, ezért ezen a lapon kérbejarva két E’-beli és egy E-beli élen
haladunk végig. Ezen kiviil G’ U E-nek olyan lapjai lehetnek még, amiket kizardlag E’-beli
élek hatarolnak. Az is latszik, hogy ha egy els6 tipusd laprol az E-beli élt elhagyjuk, akkor két
haromszdglapot olvasztunk egy négyszdglappa.

Azt kaptuk tehat, hogy G’ egy sikbarajzolt graf, és G egy sikbarajzolasat tgy kaphatjuk
meg, hogy G bizonyos négyszdglapjaiba (a lapon beliil haladva) behtuzunk egy atlot. Vilagos,
hogy azt is megtehetjiik, hogy ugyanezen négysziglapoknak nem a V-beli csticsait 6sszekots
4tl6jat hazzuk be, hanem (szintén a lapon beliil maradva) a V *-belieket §sszekotét. Ezaltal
ajfent egy sikbarajzolt grafot kapunk, ami definici6 szerint épp a G* dudlis graf lesz.

Azt kell még igazolni, hogy a G* graf dsszefiiggs, azaz barmely v; és vy csticsa kdzott
vezet ut. Tekintsiink a sikon egy olyan gdrbe vonalat, ami ezek kdzott a csticsok kozott vezet,
de nem megy at G egyetlen csticsan sem. Ez a gérbe a G grafon tartoméanyroél-tartoméanyra vtV IE IE*
halad, mindig a G élét A&tmetszve. Vilagos, hogy minden ilyen tartomanyugrasnal a duélisban a
megfelel§ tartomanyokhoz tartoz6 cstcsok szomszédosak, tehat a gorbe definial egy élsorozatot A G és G* gréfok
a dudlis grafon, amibgl mar kdnnyen készithetd egy v;-t a vi-val 6sszek6ts ut is.

(2,3,4,5): A definiciobol vilagos, ill. (1)-bdl latszik.

(G)Mivel G* minden éle pontosan egy élet metszi G-nek pontosan egyszer, ezért G* barmely tartoménya tartalmazza G-nek
legalabb egy pontjat. Mivel G 6f, ezért az Euler-formula szerint n = e 4+ 2 — t, ahol n,t, e jeldli G pont-, tartoméany- és élszamét.
(1) szerint G* is 6f, ahonnan t* = e* + 2 — n*, ahol n*,¢t* és e* a G* pont-, tartomény- és élszdma. (2) miatt e = e*, (3)
szerint t = n*, igy n = t*, azaz G* minden lapja pontosan egy V-beli pontot tartalmaz. Innen az latszik, hogy (G*)’ = G’, tehat
(G™)* = G. Az allitas masodik része (3)-bol kovetkezik.

(7): Ha C a G kore, akkor C lerajzolasa 2 részre osztja a sikot. Ezért f(C) éleit elhagyva a kor
belsejében 1évé dudlis csticsokbol nem lesznek elérhetSek a koron kiviili csicsok. Az is kénnyen lathato,
hogy mind a kor belsejében levs, mind a C' koérlapon kiviili duélis csticsok Osszefiiggs grafot feszitenek
Gx-ban. Ezért, ha f(C) valodi részhalmazat hagyjuk el, akkor G* 6f marad, tehat a C' éleinek megfelels
élek G* egy vagasat adjak.

Ha @ a G vagasa, akkor @ a G egy K komponensét vagja szét egy K; és egy Ko komponensre. Ha )
tartalmaz egy uv elvago élt, akkor () minimalitdsa miatt @ = {uv}, és f(Q) (5) miatt hurokél, ami kor.
Egyébként @Q minden éle két kilonbozd tartoméanyt hatarol, igy K-t legalabb 2 tartomény hatéarolja.
A K; komponenst koriiljarasa a hatarolotaroményok egy ciklikus sorrendjét adja, és belathato, hogy
ebben minden hatérol6 tartomany pontosan egyszer szerepel. Ezért az f(Q) duélis élhalmaz a G* egy
kore. Az ekvivalencidk masik iranya a fentiekhez hasonl6an bizonyithato.
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(8) F' a G max kormentes részgrafja <= f(F) a G* max (elvago élhalmaz)-mentes részgrafja <
*:=G* — f(F) a G* min of részgrafja, <= F* feszitGfa (hisz G* (1) miatt 6f). O

A fentiekben azt lattuk, hogy a sikbarajzolhat6 grafokhoz el tudunk késziteni egy dudlis grafot, ami
nemcsak a sikbarajzoldsa révén kétddik az eredeti grafhoz, hanem a vagas-kor dualitas alapjan is. Ez a
megfigyelés teremt lehetGséget a fogalom altalanositasara.

Def: A G graf a H graf absztrakt dudlisa, ha létezik egy ¢ : E(G) — E(H) bijekcio ugy, hogy C a
G kire < ¢(C) a H vagasa és Q a G vagasa < ¢(Q) a H kore.

Vilagos, hogy minden sikbarajzolhato G grafnak létezik absztrakt duélisa (akar t6bb, nemizomorf
is), hiszen tetszdleges sikbarajzolashoz tartozo G* dualisgraf megfelel. Nem vilagos azonban, hogy vajon
létezik-e nem sikbarajzolhat6 grafoknak duélisa.

Whitney tétel: A G grafnak pontosan akkor létezik absztrakt duélisa, ha G sr.

Biz: (Vazlat) Vilagos, hogy ha G() a G graf absztrakt dualisa, és H a G részgrafja, akkor az E(H)-nak megfelels élek
G™)-nak egy olyan H® részgrafjat alkotjak, ami a H graf absztrakt duélisa. A Kuratowski tétel szerint Whitney fenti tételét
bebizonyithatjuk Ggy, hogy igazoljuk, hogy sem a Kj5-tel, sem pedig a K3 3-mal topologikusan izomorf grafoknak nincs absztrakt
dualisa. Vilagos, hogy a szobanforg6 grafok ugy keletkeznek, hogy K5 vagy K3 3 éleit soros élekkel helyettesitjiik. Ezen soros
éleknek az absztrakt dualisban paArhuzamos éleknek kell megfelelniiik. Ha most e parhuzamos élekbdl csak 1 — 1 példanyt tartunk
meg, akkor a K5 vagy a K3 3 absztrakt dudlisat kapnank. A Whitney tételt tehat visszavezettiik arra, hogy két konkrét grafrol
(a K5-r6lill. a K3 3-ro6l) kell igazolni, hogy nincs absztrakt dudalisuk.

Nézziik a Ks-t! Ennek van 5 db olyan vagéasa, amelyek mindegyike 1 — 1 pontot vag le, és
ezek 4 — 4 élt tartalmaznak. Ha indirekt 1étezik egy Ké*) absztrakt dudlis, akkor ennek pontosan
5 db 4-hosszt kére van (mondjuk C',C? ..., C®) ugy, hogy azok paronkét 1 — 1 kozos éllel
rendelkeznek, amit elhagyva egy 6-hosszi kort kapunk. Legyen a C! és C? kizds éléhez csatlakozo
C?-él e = uv! (Ld. az abrat.) Ha v a C'* kérén van, akkor u biztosan nem pontja C'-nek, hiszen
C' U C?-b6l elhagyva a kizds élt egy 6-hosszu kért kapunk. TudJuk hogy uv a C?-nek és egy
masik kdrnek a kozos éle. A fentiek szerint az u végpont csakis a C° kér v-b6l indulé élének masik
végpontja lehet. A fenti gondolatmenet a C! barmely szomszédos kérével elmondhaté. Ebbél az
adodik, hogy a Ké*) graf sziikségképpen a kocka élh4al6ja, de ennek 6 db 4-hossza kére van, ami
ellentmondés.

Tegyiik fel ezutan indirekt, hogy a K33 grafnak létezik egy Kéfg absztrakt duéalisa. A
K3 3-nak 6 db 3-élii vagasa van (amik egy-egy cstcs levagasaval keletkeznek). E 6 vagas két
3-as csoportra oszthaté tgy, hogy az egy csoporton beliili vagasok paronként éldiszjunktak. A
dualis megfelel§jiik 6 db 3-hosszt kér lesz, mondjuk Ct, C?, C? ¢s C2, ct, ce agy, hogy sem a

szamozott, sem a bet(izétt koroknek nincs kdzos éle, de barmely szamozottnak pontosan egy k6zds o N
éle van barmely bettizdttel. Nézziik a C® kirt és a hozza élen csatlakozo C1, C?, C® kirdket. Az

Abran lathaté cstcsok koziil seme1y1k ketts sem eshet egybe a fent elmondottak miatt. Ekkor o2
azonban nem létezhet olyan C® kér, aminek a harom szamozott C° mindegyikével kézos éle van. ol

Az kaptt ellentmondés igazolja a Whitney tételt. O

Korédbban méar lattunk példat arra, hogy egy of, sr G grafnak lehetnek nemizomorf G, G5 duélisai. A
fenti, 8 pontbol all6 tétel persze azokra is igaz, igy G vagésai bijektiven G7 ill. G4 koreinek is megfelelnek.
Tehat G és G35 élei kozott kortarto bijekei6 van. Ez motivélja a kovetkezs fogalmat.

Def: G és H grafok gyengén izomorfak (2-izomorfak), ha létezik egy ¢ : E(G) — E(H) bijekcio ugy,
hogy C pontosan akkor kore a G grafnak, ha o(C) = {¢(c) : c € C'} a H kore.

Whitney tétele: Ha G sikbarajzolhato, tovabba G és H gyengén izomorf, akkor

(1) H is sikbarajzolhato, (2) G* és H* is gyengén izomorf, végiil (3) G és (G*)* gyengén izomorf.
Biz: (Vazlat) (1): Legyen G* a G graf egy duélisa. Vilagos, hogy G* egyuttal a H absztrakt dudlisa is, ezért az els6nek
kimondott Whitney tétel miatt H sr. (2): Minthogy G* és H™ egyarant absztralt dudlisai H-nak (hisz a duélis is absztrakt
dualis), ezért egymaéssal gyengén izomorfak a 8 pontbol 4ll6 tétel (7) allitasa szerint. (3): Az idézett tétel (1) allitasa miatt (G*)”
6f, a (6) allitas szerint tehat G* dualisa (G™)"-nak és persze G-nek is. De ekkor G és (G*)" egymassal gyengén izomorfak. O

Hogyan kaphatunk gyengén izomorf grafokat? Ha G két kiilonb6z6 komponen- @
sének egy-egy pontjat azonositjuk, akkor a korok halmaza nem véaltozik. Az in- —
verzoperacid, amikor egy elvagd pontot széthuzunk szintén 2-izomorf grafot ered- @

ményez. Ha G a pontdiszjunkt G; és Go grafokbol keletkezik ugy, hogy G1 w1 ¢
pontjat azonositjuk Gy us pontjaval és G vy pontjat azonositjuk Gy ve pontja- R
val, akkor G és G’ is gyengén izomorf, ahol G’- gy kapjuk, hogy G1 u; pontjat @ -
azonositjuk G vo pontjaval és G vy pontjat azonositjuk Go us pontjaval.

Tétel: (Whitney) Ha G és H gyengén izomorf, akkor H elgallithaté G-bdl a fenti 3 operacio ismételt
alkalmazasaval. O

18. Grafok matrixai

Def: A G = (V, E) (iranyitott) graf szomszédossdgi (adjacencia) mdtriza A(G) = (a);; € RV*V,
ahol a; ; := az i-bdl j-be futé élek szdma.

Megfigyelés: Ha G (iranyitott) graf, akkor v pontjanak (ki)-foka A(G) matrix v-hez tartozo sora-
ban levs elemek Osszege. A v-hez tartozo oszlopOsszeg a v (be)-foka. Ha G iranyitatlan, akkor A(G)
szimmetrikus: A(G) = A(G)T.
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Tétel: Ha G = (V, E) (irdnyitott) graf, akkor az A¥ métrix (u,v) poziciéban allo (A¥)U eleme
megegyezik az u-bol v-be vezets, k éld sétak szamaval.
A(G)k-ra mar bizonyitottuk az allitast. Vilagos, hogy az u-bol v-be vezets (k + 1)-éli utak szdma
> wev( ak éli uw sétdk szdma) - ((a wo élek szdma) = > 1 (A(G)F)Y - A(G)Y, = (A(G)1)s. O

K&v.: Ha G egyszert, iranyitatlan graf, akkor (A(G)?)? = d(v) Vv € V(G) . O

Tétel: Ha G iranyitatlan graf, és Ay az A(G) legnagyobb sajatértéke, akkor \; < A(G) , tovabba
ha G A-regularis, akkor A = \; . (Emlékeztetiink, hogy A(G) a legnagyobb G-beli fokszamot jeloli.)

Biz: Legyen z = (21,29, ..., x,) egy Ai1-hez tartozo sajatvektor, és legyen xp = max{x1,xa,..., 2y }.
Mivel & # 0, ezért (esetleg a —z sajatvektorra attérve) feltehetd, hogy x > 0. Ekkor A\ -z = A(G)-z =
Do AT <Yy kT = Ty A = T - d(vg) <A -xp

Masrészt, ha G A-regularis, akkor 1 a A sé-hez tartoz6 sv, ugyanis a fenti egyenlGtlenségek végig
egyenlGséggel teljesiilnek. g

Def: A G = (V, E) iranyitott graf illeszkedési (incidencia) mdtriza B(G) € RV*E | amire

1 ha v az e végpontja

(B(@)): =< =1  haw az e végpontja iranyitatlanra (B(G)); = 0 egyébkent.

v

1 ha v az e kezdGpontja {
0 egyébkeént |

Tétel: A G iranyitott graf B(G) illeszkedési matrixanak néhény oszlopa pontosan akkor linearisan
fiiggetlen, ha a megfelel§ élek iranyitatlan megfelelsi erdét alkotnak.

Biz: Egy kornek megelels oszlopvektorok megfelels, +1 egyiitthatokkal vett linedris kombinécioja a
nullvektort adja, ezért minden fiiggetlen oszloprendszer erdének felel meg.

Ha egy oszloprendszer erdének felel meg, akkor egy tetszéleges, levélbdl indul6 él fliggetlen a tébbi
oszloptol, hisz a levélhez tartozé koordinataban a tébbi oszlop 0, a vizsgélt oszlop pedig nem. Ezen él
elhagyaséaval egy kisebb erdét kapunk; ennek éleihez tartozé oszlopokroél pedig indukciéval bizonyithato,

hogy a linearisan fiiggetlenek. g
Kov.: Ha @ iranyitott, hurokélmentes, n-pontt graf ¢ komponenssel, akkor r(B(G)) =n —c.
Biz: B(G) rangja azonos B(G) oszloprangjaval, azaz feszits erdejének élszamaval, amin —c. O

Tétel: Ha B a G graf B(G) illeszkedési méatrixabol egy sor elhagyasaval keletkezd matrix, akkor
det(BBT) a G feszittfainak szdma.

A bizonyitashoz sziikséges az alabbi, a determinansok szorzastételét altalanositd segédtétel.

Lemma: (Binet-Cauchy tétel) Ha M € RMPx N ¢ R 65 n < m, akkor det(M - N) =
ZHG([’;]) det(NH) . det(Mpy) , ahol N¥ az N mx H-beli oszlopai, My pedig az M mx H-beli sorai
meghatéarozta részméatrix. g

A B matrix oszlopainak egy részhalmazéat pontosan akkor alkot regularis métrixot (az eléz6 tétel
szerint), ha az adott oszlopok egy feszitGfanak felelnek meg. Ekkor pedig a determinéns +1, u.i. pontosan
egy nemnulla kifejtési tag van. (Az elhagyott sornak megfelels pontot gyokérnek tekintve, minden osz-
lophoz azt a sort valasztjuk, ami az oszlopnak megfeleld él gyckértsl tavolabbi végpontjahoz tartozik.)
A BT matrix ugyanezen sorrészhalmazhoz tartozé részmatrixanak a determininsa ugyanannyi, ezért
He (n€1)_re
1 ha H feszit&fa

H Ty _
det(B™) - det(Bp) = { 0 ha H nem feszitéfa ,

ezért a Binet-Cauchy tétel miatt det(B - BT) csakugyan G feszitGfiinak szama. O
Kov.: Cayley tétel: A K,, grafnak n"~? feszitéfaja van.
Biz: A az el6z6 tétel szerint BBT matrix determinsa adja a feszit6fak szamat, ahol a B a matrix ugy
keletkezik, hogy a B(K,) illeszkedési matrixbol egy sort elhagyunk. A matrixszorzés definicidja miatt
a (BBT)! =d(v) =n —1,ill. u # v-re (BBT)* = d(v) = —1. Igy

1 1 1. 1] |1 1 1..1
n-bo=b = S 1] om0 0
~1 n—1"". — -1 -1 =lo" n =n""? O
: S .
: R | : .0
-1 ... —1n-1 -1 ... ...-1n-1 0...... 0n
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