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Bevezetés

Ez a jegyzet a BME-n, a 2005/2006-0s tanév masodik félévében az informatikus-hallgatok sza-
mara elGadott ,Bevezetés a szamitaselméletbe I1.” c. el6adashoz kapcsolédik, és elsGsorban az emlitett
targybol torténd vizsgara valo felkésziilés segédanyaga. Nem potolja azonban a rendelkezésre allo, konyv-
forméatumau jegyzetet, amellyel szdmos tekintetben egyezik. El6nye talan mégis annyi, hogy szorosabban
kapcsolédik az 6ran leadott anyaghoz, és igy koncentraltabban tartalmazza a vizsgan szdmonkért tu-
déast. Jelen jegyzet valamennyire tul is mutat azonban az el6adason elhangzottakon, igy olyan részeket is
tartalmaz, amik nem hangzottak el az el6adason, illetve amiket nem kériink szdmon a vizsgan. Ha tehéat
valaki egészen véletleniil komolyabban érdekldik egy-egy témakor irdnt (bar, $szintén szoélva, szkep-
tikus vagyok ezzel kapcsolatban), azok szaméra odabiggyesztettem néhény, altalam érdekesnek itélt
megjegyzést. Ezek labjegyzetben?! ill. apro betfis szedéssel olvashatéak. Ne felejtsiik el azonban, hogy ezek
csupan a tananyagot kiegészité megjegyzések: ahhoz, hogy egy adott anyagrészben valaki ténylegesen
elmélyiilhessen, a megfelels szakirodalmat (is) célszeri tanulmanyoznia.

A bizonyitasok végét olyan kiskocka jelzi, mint amilyen pl. ebben a sorban is all. O

Hogyan is jott létre a jegyzet? Egy elGadassorozat tervezésekor az elGadonak célszertd sajat hasz-
néalatara vazlatot készitenie az elhangzd anyagrol, hogy az minél egységesebb és szervesebben felépiilé
lehessen. Hala a korszerd technolégidk elharapézasadnak, immar ott tartunk, hogy nem lényegesen bo-
nyolultabb egy ilyesfajta anyagot digitalisan szerkeszteni ill. tarolni, mint a hagyoményos papiralapon?.
A jegyzet elsGsorban tehat az el6add sajat segédanyagaként keriilt Gsszeallitasra. Ennek egy kovetkez-
ménye, hogy a stilus meglehetGsen tomor. Nem kell meglepddni, ha egy-egy mondat teljes megértéséhez
akar tobb dolgot is at kell gondolni. Szerencsére nem bukkannak fel lépten-nyomon ilyen mondatok.

Minden erdfeszités ellenére valoszintileg szamos hiba maradt az alabbi jegyzetben. Lehetne persze
tobb is. Szerencsére voltak, akik segitettek. Ugyogy koszonetet mondok mindenkinek, aki részt vett
az anyag javitasaban, koztiik szdmos villamosmérnck-hallgatonak, akik a jegyzet kordbbi verzidjaban
éktelenkedd problémékra hivték fel a figyelmem. Természetesen minden megmaradt hibaért a felelGsség
egyediil a szerz6é. Az ezekkel kapcsolatos megjegyzéseket és a konstruktiv hozzaszolasokat koszonettel
fogadom a fleiner@cs.bme.hu cimen.

Jelen jegyzet jelentGs része szellemi termék, és nemcsak a szerzéé. Terjeszti a BME Szamitastu-
doményi és Informéacioelméleti Tanszéke, forgalombahozatala 6nkoltségi aron torténik. A szerzéi jogok
tekintetében a szerzd elképzelései az alabbiak. A jegyzet jelenlegi formajaban masolhato, terjeszthetd, de
kizarolag a szerzg és a forras pontos megjelolésével és ingyenesen. Ugyanez a megkdtés 6roklddjék minden
olyan szerzéi jog hatélya ala esé dologra, ami a jelen munka fenti tipusa felhasznélasa sorédn szarmazik.
Az emitettdl eltérs célu felhasznéalashoz (pl. a jegyzet szerkesztéséhez, atdolgozasdhoz, arusitasahoz)
jelen munka szerz@jének engedélye sziikséges.

A jegyzet reményeim szerint karbantartott valtozata a www.cs.bme.hu/~fleiner/bsz052 weblaprol
tolthetd le.

Minden olvasénak sikeres felkésziilést és eredményes vizsgazast kivanok.

Budapest, 2006. méajus 10.

Fleiner Tamads

IMint pl. ez is, itt.
%illetve dehogyisnem... Valaha egy vazlatos anyag volt a jegyzet ése: akkor ez még (t5bbé-kevésbé) igaz volt ra. Késébb
elkezdett bgviilni, és egyre inkabb jegyzetformaja lett. Na ez mar egy pinduri kis sz6szmotoléssel jart.



1. Euler és Hamilton bejarasok

Def: A G = (V, E) graf Euler-itja (Euler-kire) a G graf egy olyan (zart) élsorozata, amely G minden
élét pontosan egyszer tartalmazza.

Voltaképpen a G graf éleinek olyan bejarasarol van szo, melyben minden élt pontosan egyszer érintiink. A rejtvényijsa-
gokban szokasos ,rajzoljuk le egy vonallal, a ceruza felemelése nélkiil” tipusu fejtoré absztrakt valtozata: ha a lerajzolandd
abrat egy (sikbarajzolt) grafnak tekintjiik, melynek csicsai az dbra csomoépontjai, élei pedig a csomoépontok kézott futd
ivek, akkor pontosan abban az esetben oldhaté meg a feladvany, ha létezik az emlitett grafnak Euler-utja.

A grafelmélet sziiletésének a ,Konigsbergi hidak problémajanak” megoldasat szokéds tekinteni. TOrtént ugyanis, hogy
1736-ban Leonard Euler megvalaszolta varosa, a porosz Konigsberg polgarait izgalomban tartd kérdést, miszerint miért nem
sikeriil szaraz labbal olyan sétat tenniiik, melyben a Pregolia folyé hét hidjanak mindegyikén pontosan egyszer haladnak
at, és mindekdzben vizijarmiivet nem vesznek igénybe.

1. dbra. Konigsberg a XVIII. szazadban, és Kalinyingrad a XXI.-ben.

Euler megfigyelte, hogy az egyes szarazfoldeket csicsoknak, a hidakat pedig kozottiik futd éleknek tekintve éppen
egy minden élt pontosan egyszer tartalmazé élsorozat létezése a kérdés. A konkrét esetben pedig nem teljesiil az alabb
kivetkezd sziikséges feltétel.®

Allitas: Ha a véges G grafnak létezik Euler-kore, akkor G’ minden csiicsanak paros a fokszama. Ha
G-ben létezik Euler-ut, akkor G-nek 0 vagy 2 paratlan foku cstcsa van.

Biz: A séta éleit az azokon valo athaladas szerint irdnyitva minden csics befoka azonos lesz a
kifokéaval, kivéve esetleg az els6 és utolso csiicsot. A fokszam pedig a kifok és befok Gsszege, tehat ahol
ezek egyenlGek, ott paros. O

Az iménti sziikséges feltételnek az értelmes megforditésa is igaz.

Tétel: * Ha a G = (V, E) graf véges és Osszefiiggs, akkor

1. G-nek pontosan akkor van Euler-kore, ha G minden csicsa paros foku, ill.
2. G-nek pontosan akkor van Euler-utja, ha G-nek 0 vagy 2 paratlan foku csicsa van.

Biz: 1.: A sziikségesség a fenti megfigyeléshdl kivetkezik. Az elégségességet G élszama szerinti in-
dukciéval bizonyitunk. 0-éli grafokra a tétel nyilvanvaloan igaz. Tegyiik fel, hogy m-nél kevesebb élii
grafokra a tételt mar bebizonyitottuk, és legyen G-nek m éle.

3 Jegyezziik meg, hogy Konigsberg mai neve Kalinyingrad, és a Kalinyingradi Orosz Exklavé székhelye. Az exklave
annyit tesz, mint Oroszorszag olyan Osszefiiggd komponense, mely nem tartalmazza Moszkvat. Szomszédai Litvania és
Lengyelorszag, igy 2004 6ta az EU veszi koriil Oroszorszag egy részét. Kalinyingrad stratégiai jelent&sége abbol fakad,
hogy ez az Orosz Foderacio az egyetlen fagymentes északi kikotéje, a szovjet balti flotta korabbi alloméshelye.

Konigsberg tehat a grafelmélet bolcsGjének tekinthetd. A matematika szempontjabol azonban nemcsak emiatt fontos,
hiszen sziilétte volt a szamelmélész Christian Goldbach (akinek sejtésére késébb tériink ki), a geométer David Hilbert de
a szamelmélettsl a Fourier-analizisig szamos teriiletet miivel6 Rudolf Lipschitz és még sokan méasok is. A varos a korabeli
szellemi életnek szintén az egyik kozpontja volt: innen szarmazik példaul a filozofus Immanuel Kant és a fizikus Gustav
Kirchhoff, utébbirdl szintén sz6 lesz nemsokara.

Eulerrdl egy érdekes tény még, hogy ha a ma kombinatorikaval foglalkoz6 matematikusoknal megvizsgaljuk ki volt a
doktori témavezet§jének a doktori témavezet§jének a ... stb, akkor az esetek jelentds részében Leonard Eulerig jutunk: a
jelen jegyzet szerzGje is az § kobiikunokaja. A hidakra visszatérve emlitést érdemel még, hogy a korabeli hét hidboél ketts
mar nem all, épiilt viszont masik ketts, melyek egészen més szarazfoldeket kotnek Gssze. A kalinyingradi hét hid bejarasa
ennek ellenére tovabbra sem lehetséges: a jelenlegi graf izomorf az Euler korabelivel. (Ld. az abrat)

4Az egyik elsG grafelmélettel foglalkozo kdnyvben a tétel elsé része igy szerepel: Egy véges G grafnak akkor és csak
akkor van Euler-kore, ha G 6sszefiiggd és paros. Tanulsdgos meggondolni, miért is nem igaz ez az allités.



G-ben létezik egy C kor, mert minden fokszam legalabb ketts: ha
elindulunk G egy tetszéleges csticsabol, és mindig csatlakozé éleken .
lépiink tovabb, akkor egyszer egy korabban érintett v cstcsba kell “&-| =
jutnunk, hisz elséfokt pont hijan sosem akadhatunk el. A v cstics két
érintése kozott pedig éppen egy kort jartunk be.

Tekintsiik a G = G — C grafot, mely C éleinek torlésével kelet- (N
kezik G-bgl. G’ minden egyes komponense véges, 6f, m-nél kevesebb
élt tartalmaz, és minden fokszama paros, ezért az indukcios felte-
vés miatt minden komponensnek van Euler-kore. A G Euler-korét
ugy kapjuk, hogy C egy v csticsabdl indulva C élein haladunk vé- |
gig, azonban mikor egy nemtrividlis komponensbe érkeziink, akkor az
adott komponens Euler-kore szerint haladunk tovabb, majd miutan
azzal végeztiink, folytatjuk a C kor bejarasat. (Itt felhasznéltuk, hogy
ha egy komponensnek van Euler-kore, akkor van olyan Euler-kore is,
aminek kezdd- (és igy végpontja) a komponens egy adott cstucsa.) A
kapott élsorozat nyilvin G Euler-kore lesz. .

2.: Ha G minden csucsanak foka ps, akkor 1. miatt létezik Euler-kor, ami egyuttal Euler-ut is.
Egyébként huzzunk be G ptn fokt csiucsai kozott egy aj e* élt. 1. miatt a keletkezd G’ grafnak létezik
Euler-kore, feltehetjiik, hogy e* a kor utolso éle. Az e* él Euler-korbdl vald torlésekor éppen G egy
Euler-utjat kapjuk. O

Def: A G graf Hamilton-kore (Hamilton-itja) a G olyan kore (utja), mely G minden cstcsat tartal-
mazza.
Megjegyzés: Mivel egy korben (ttban) szerepld minden cstcs kiilonbozs, ezért a Hamilton-kor
(Hamilton-ut) a G graf olyan bejarasa, mely G minden csicsat pontosan egyszer érinti.
Allitas: Ha a véges G grafban létezik Hamilton-kor (ill. Hamilton-ut), akkor G-nek k tetszéleges
pontjat tordlve, a keletkezs grafnak legfeljebb k (ill. k£ + 1) komponense van.
Biz: Ha a G graf maga egy Hamilton-kor (Hamilton-at), akkor az allitas vilagos. Ha G-nek tovabbi
élei is vannak, akkor a pontok torlése utan keletkezé komponensek szdma csak cstkkenhet. O
Megjegyzés: A fenti allitas egy sziikséges, &m nem elégséges felté-
tel. A Petersen-grafnak nincs Hamilton-kére, noha teljesiti a feltételt.
Ha volna Hamilton-koére, akkor 3 szinnel szinezhetnénk az éleit ugy,
hogy az azonos szind élek pként diszjunktak legyenek. (A Hamilton-
kor 10 élére kell 2 szin, a kimaradé élek pedig diszjunktak, mivel a
Petersen-graf 3-reguléris.) Marpedig a kiils6 6tszog és a hozza csatla-
kozo élek 3-szinezése (a szimmetria miatt) lényegében egyértelm, és
ez nem terjeszthetd ki globélis 3-szinezéssé.
Ha a Petersen-graf kiilsé korébdl a, belsé korébdl pedig b csu-
csot hagyunk el, akkor a kiilsg ill. belsé kéron keletkezs komponensek
szama legfeljebb a ill. b, vagyis a grafnak nem keletkezhet Gsszességé-
ben a + b-nél tébb komponense. A Petersen-graf
Vannak azonban jol hasznalhato, elégséges feltételek is Hamilton-kor 1étezésére.
Dirac tétele: Ha az n-pontt (n > 3), egyszerti G graf minden pontjanak foka legalabb %, akkor
G-nek van Hamilton-kore.
Ore tétele: Ha az n-pontu (n > 3), egyszerii G graf olyan, hogy uv ¢ E(G) esetén d(u) +d(v) > n
akkor G-nek létezik Hamilton-kore.
Megjegyzés: Ha egy grafra teljesiil a Dirac feltétel, akkor teljesiil ra az Ore is. Ezért a Dirac tétel

kovetkezik az Ore tételbdl.

Posa tétele: Ha az n-pontt (n > 3), egyszerti G graf fokszamai di < do < ... < dp, és minden k£ < 3 esetén
dp > k + 1, akkor G-nek létezik Hamilton-kdre.

Allitas: Ha egy grafra teljesiil az Ore feltétel, akkor teljesiil r4 a Posa is. Ezért az Ore tétel kivetkezik a Posa tételbal.

Biz: Indirekt. Legyen dy < k valamely 1 < k < F-re, és legyen U a k legkisebb fokt pont halmaza. Barmely U-beli
pont fokszama legfeljebb k, igy barmely két U-beli pont fokszamdsszege kisebb, mint n, ezért az Ore feltétel miatt U teljes
grafot feszit. Minden U-beli pontbdl tehat k — 1 él indul U-beli ponthoz, ezért legfeljebb 1 él indulhat U-n kiviilre. k < &
miatt létezik tehat V(@) \ U-nak olyan v pontja, mely U egyetlen pontjaval sincs Gsszekotve. Ekkor tetszéleges u € U
cstucsra u és v fokszamdsszege legfeljebb k + (n — k — 1) = n — 1, ami ellentmond az Ore feltételnek.

Chvatal tétele: Legyen G n-pontu (n > 3), egyszert graf, melynek fokszamai di < ds < ... < d,. Tegyiik fel, hogy
minden olyan k < %—re, melyre di < k teljesiil, fennall a d,, _x > n—k egyenl6tlenség. Ekkor G-nek létezik Hamilton-kore.

Maésrészt, ha a dip < dz < ... < d, fokszdmsorozatra nem teljesiil az el6z6 feltétel, akkor van olyan graf, melynek nincs
Hamilton-kére, és df < dj, < ... < d), fokszamsorozatara teljesiil, hogy d; < d} Vi =1,2,...,n

Megjegyzés: Ha egy grafra teljesiil a Posa feltétel, akkor teljesiil ra a Chvatal is. Ezért a Posa tétel kovetkezik az
Chvatal tételbdl.



Az Ore tétel bizonyitasa: Legyenek G egy ellenpélda a tételre. Mi- Vk—1
vel 1j élek behuzasa nem rontja el az Ore-tulajdonsagot, feltehetjiik, hogy
G-ben barmely 4j él behtuzasa létrehoz egy Hamilton-kort, azaz G bér-
mely két OsszekOtetlen pontja kozott vezet Hamilton-it. Ha tehat u és v
nem szomszédosak, akkor létezik egy P Hamilton-tut u-bol v-be, feltehet-
jik, hogy ez az Ut az v = vy,v2,v3,...,v, = v sorrendben tartalmazza G
csucsait. Ha most vyv, a G graf éle, akkor vg_jv, nem lehet G éle, mert
V1, U2, e ooy Vp—1,Un, Un—1,Un—2, - - -, Uk, ¥1 €gy Hamilton-kor lenne, ellentét- V1 Un
ben G vélasztasaval.

Ha tehat v; szomszédai a v;,,vi,,...,v;, csucsok, akkor wv,-nek nem lehet szomszédja a
Viy—1,Viy—1,...,0;, —1 csucsok egyike sem, azaz v, szomszédainak szdma legfeljebb n — 1 — m lesz,
vagyis d(v1) + d(v,) <m+n—1—m=mn—1<n, ellentmondas. O

A Chvatal tétel bizonyitasa: Feltehetjiik, hogy G cstucsai az 1,2,...n pontok, és d(1) < d(2) < ... < d(n).
Indirekt bizonyitunk, legyen G egy ellenpélda a tételre. Mivel Gj élek behtizdsa nem rontja el a Chvatal-tulajdonsagot,
feltehetjiik, hogy G-ben barmely 1] él behtizasa létrehoz egy Hamilton-kort, azaz G barmely két Gsszekotetlen pontja
kozott vezet Hamilton-ut. Ha tehat k és [ nem szomszédosak, akkor az Py; Hamilton-tton a k szomszédait megel$zd
pontok Vj; halmazabol nem futhat él I-be, mert akkor lenne G-ben Hamilton-kor. Ezért (figyelembe véve, hogy k € Vi)
d(k) +d(l) <d(k) + (n—1) — d(k) =n — 1 teljesiil. (Ez idaig tkp az Ore tétel bizonyitéasa.)

Valasszuk most a nem szomszédos k, [ pontokat agy, hogy d(k)-+d(l) maximalis legyen. (Vilagos, hogy d(k) < %(d(k)-{-
d(l)) < ”771 < %5.) Mivel nem Vj; pontjait valasztottuk k helyett, ezért d(i) < d(k) all minden i € Vj;-re. Eszerint
d(d(k)) < d(k), igy a Chvatal feltétel miatt d(n — d(k)) > n — d(k) all, vagyis G-nek legalabb d(k) + 1 olyan pontja van,
mely legalabb n — d(k)-fokt. d(k) < & miatt van tehat e pontok koz6tt egy I/, mely nem szomszédja k-nak, de ekkor
d(k) +d(l’) > d(k) +n —d(k) =n > d(k) + d(l), ellentmondéasban [ valasztasaval. 0O

Megjegyzés: Ha csak a fokszdmsorozat alapjan kell megmondani, van-e biztosan Hamilton-kor a grafban, akkor nem
allithatunk erésebbet a Chvatal tételénél. TetszGleges n € N-re és tetszéleges k < %—re létezik ugyanis olyan n-ponti,
egyszeri graf, melynek nincs Hamilton-kére, de k db k-adfoka, (n — 2k) db (n — k — 1)-edfoka és k db (n — 1)-edfoka
pontja van. (Az innen adodé fokszamsorozat csak k-ra sérti meg a Chvatal feltételt. Barmely fokszam megndvelésével
pedig teljesiil a Chvatal feltétel.) Legyenek ugyanis az A, B, C ponthalmazok rendre k, k ill. n — 2k pontaak, hazzuk be
C-n beliil az Gsszes élt, tovibba kossiik 6ssze B minden pontjat az 6sszes tobbi ponttal. A fokszamok a fentiek lesznek, de
B elhagyasaval k + 1 komponens keletkezik, nem talalhato tehat a grafban Hamilton-kor.

Uk

2. Halozati folyamok

A tovabbiakban olyan iranyitott grafokat vizsgalunk, melyek minden éléhez tartozik egy, az adott élt
valamilyen szemponthdl jellemzd szam. Az ilyen, szamozott élekkel rendelkezs grafok tobb gyakorlati
probléma esetén nagyon természetesen bukkannak fel, elég itt az algoritmuselméletbdl késébb tanult
PERT probléméra utalni. Mi itt most egy mésik modellel foglalkozunk. Hdlézatnak neveziink egy olyan
(G, s,t,c) négyest, amelyben G egy iranyitott graf, aminek s és t kiilonb6z48 cstcsai, tovabba G minden e
élét jellemzi egy nemnegativ c(e) szam, az e él t.n. kapacitisa. Nem kovetelmény, hogy a G graf aciklikus
legyen: iranyitott kdrcket is megengediink.

A G grafot szemléletesen egy szamitogéphalozat modelljének gondolhatjuk: G minden csiicsa egy-egy szamitogép, és az
s csucsban talalhato szamitogéprol szeretnénk informaciot kiildeni a ¢ cstucsbelibe. Az iranyitott élek a gépeket 6sszekdts,
kommunkikaciés csatornaknak felelnek meg. Minden ilyen csatornan csak egy iranyba kiildhet& informéaci6, tovabba minden
csatornanak adott a maximalis sdvszélessége is. Egy mas személet alapjan egy csGhalézat modelljének tekinthetd a halozat,
ahol s-ben taplaljuk a hélozatba a t-be szallitandd folyadékot. A csticspontok kozotti kapcsolatot reprezentald élek itt
egy-egy csének felelnek meg, melynek c(e) kapacitasa azt fejezi ki, mennyi folyadékot lehet az adott csévon egységnyi
id6 alatt tovabbitani. (A hasonlat annyiban santit, hogy egy szokvanyos csévon barmerre lehet a folyadékot szallitani,
mig a modellbeli irdnyitott élek ezt csak egy iranyba engedik meg. Azonban ha G minden iranyitott élének ellenkezd
irdnyitasu parja is ugyanakkora kapacitasiu éle G-nek, akkor ez mar valoban a kétiranyu cséhalozat egy lehetséges modellje
lesz. Ilyen értelemben tehat az irdnyitott grafmodell altalanosabb a cs6halozatnal.) Természetes kérdés, hogy az adott
kapacitaskorlatok mellett mennyi a héalézat atbocsatoképessége, azaz egységnyi id§ alatt mennyi informécio ill. folyadék
juthat s-bél t-be.?

A (G, s,t,c) halozatban folyamnak mondunk tehat egy olyan f fiiggvényt, mely G minden éléhez
egy szdmot rendel ugy, hogy

5Ebben a bekezdésben az aprd betti arra utal, hogy bar hasznos dolog szemléletes jelentést tulajdonitani a vizsgalt
halozati modellnek, mindez nem elegend§ a folyamok és az azt kovetd (Menger, parositdsok) anyagrész elvart szinti
megértéséhez. Tapasztalatom szerint szamos hallgaté pusztan e szemléletes jelentés ismeretével felvértezve vag neki a
vizsganak, és nem képes definidlni az absztrakt fogalmakat (agymint halézat, folyam, folyamérték, st-vagas ill. vagas
kapacitasa). Tisztelettel szeretnék mindenkit lebeszélni az efajta probalkozasrol.



1. 0 < f(e) < c(e) teljesiil G minden e élére, tovabba

2. Y {ce(uwv) :uw € V(G)} = > {clvu) : v € V(G)} all G

minden, s-t6l és t-t6l kiilonb6z6 v cstcséra.

Az els6 kapacitds-feltétel azt fejezi ki, hogy a folyam minden élen legfeljebb {
kapacitasnyi lehet, a masodik, t.n. Kirchhoff-szabaly azt mondja ki, hogy 1) "=---
minden, s-t6] és ¢-t6] kiilénbdz6 v csticsra a befoly6 folyam dsszmennyisége Halozati folyam. A zarjelekben az f folyam
azonos a kifolyo dsszfolyammal, tehat egyetlen csticsban sem keletkezik vagy éltal felvett értékek allnak.

tiinik el folyadék. A név egytttal arra is utal, hogy a halézati folyam fogalma A folyamérték my =1+3+1=5. )

az elektromos halozatok elméletében is hasznos segédeszkoz. A szaggatott vonal egy 5 értékd vagast jeldl.

Az f folyam mjy folyamértéke az a folyammennyiség, ami s-bél kifolyik:

my = Z{f(sv) v eV(G)} — Z{f(vs) veV(G)}.

(Rendszerint nincs ok arra, hogy s-be folyam érkezzen, hiszen onnan minél tébbet akarunk kijuttatni, de
altaldban nem zarhatjuk ki ezt a lehetGséget sem. Az s-t elhagyd Osszfolyammennyiség kiszdmitasahoz
tehat le kell vonni azt, ami s-be érkezik.)

Az f folyam értékét mashogyan is kiszamithatjuk. Legyen X a G csiicsainak egy s-t tartalmazo, de
t-t61 diszjunkt részhalmaza. Az X és V(G)\ X kozott futo éleinek halmazat a halozat egy st-vdgdsdnak
nevezziik. Az X altal meghatérozott st-vdgds kapacitdisa az X-b8l V '\ X-be futo élek kapacitasosszege,
azaz Y {c(zv) :x € X Fv € V(G)}. Szemlélet alapjan vilagos, hogy az X altal meghatéarozott st-vagas
kapacitasa felsg korlat a lehetséges folyam értékére. SGt, azt sem nehéz elhinni, hogy tetszéleges f folyam
my folyamértéke meghatarozhatoé ugy, hogy az X-bél V(G)\ X-be futo éleken haladé 6sszfolyammennyi-
séghdl levonjuk a V(G) \ X-bdl X-be tovabbitott folyammennyiséget. Ezt a két tényt bizonyitjuk az
aldbbiakban.

Allitas: Ha f a (G, s,t, c) hilozat egy folyama, és s € X C V(G) \ {t}, akkor m; = > {f(zv) : = €
XZveV(@)}=>{flvzx):x € X Fve V(QG)}, tovabba m; < > {c(zv):z € X Zv € V(G)}.

Biz: Felhasznalva, hogy minden s # x € X-re Y {f(zv) : v € V(G)}=> {f(vz) : v € V(G)} =0és0 < f(uv) < c(uv),
kapjuk, hogy

myp = {f(s0) ;v eV(@)} =D {f(vs) ;v eV(@}=> O {fl@v):veV(G)}—> {f(va) :veV(G)}) =

reX

=D O {fl@v) v e V(G \ X} =D {f(vz) :v € V(G)\ X}) =

zeX
= Z{f(xv) z € X ZveV(G)} —Z{f(va:) € X FveV(@)} <L Z{c(xv) xeX Fve V(@)

Az st-vagas tehat egy kézenfekvs eszkoz annak bizonyitasara, hogy a folyamérték nem lehet nagyobhb
egy adott mennyiségnél. Valojaban ennél jobb bizonyiték nem is kell: a maximalis folyamérték pontosan
megegyezik a minimélis vagaskapacitassal. Ezt mondja ki az alabbi ,max-flow min-cut” (MFMC) tétel.

Ford-Fulkerson tétel: Ha (G, s, t, ¢) egy véges halozat, akkor létezik egy f folyam és egy s € X C
V(G) \ {t} részhalmaz ugy, hogy az m; folyamérték azonos az X altal definidlt st-vagas kapacitasaval.

Biz: El6szor (a rend kedvéért) igazoljuk, hogy létezik maximalis folyam, azaz olyan f folyam, melyre my > mys min-
den f’ folyamra. Nyilvan az X = {s} altal meghatarozott vagas véges kapacitasa felsé korlat a lehetséges folyamértékekre.
A lehetséges folyamértékek z szuprémuma tehat véges. Azt kell megmutatni, hogy létezik x értéki folyam. A szuprémum
definicidja miatt l1éteznek f1, f2,... folyamok, melyekre limp,—oc my, = x. Az f sorozatnak a G graf minden e élhez van
olyan részsorozata, hogy a részsorozat az e élen konvergens. Véve a részsorozatok részsorozatait, az eredeti f, sorozatnak
olyan fn, részsorozatat kapjuk, melyre teljesiil, hogy G minden e élére fy,(e) konvergens. Jeldlje f(e) az fn,(e) sorozat
hatéarértékét. Mivel 0 < fn, (e) < c(e), ezért a renddr-elv miatt 0 < f(e) < c(e), és limesz f fliggvényre a Kirchhoff-feltétel
teljesiilése hasonloan kovetkezik. Azt kaptuk tehat, hogy f egy folyam. A folyamérték definiciojabol pedig az latszik, hogy
z =limmy, = lim my, =mg, tehat f csakugyan egy maximalis folyam.

Legyen tehat f egy maximalis folyam. A célunk f segitségével egy m s kapacitast vagas megtalalasa.
Bevezetjiikk a (Gy, s,t, ¢s) halézatot a Gy = (V(G), Ey) segédgrafon, melyre Ey := E;l‘”e U E"*, ahol

E]‘ilé’“E = {uwv f(uv) < c(uv)} E}issm ={vu:0< f(uv)} .
G ¢-nek tehat elSre és visszaélei vannak: az elgreélek G azon élei, melyen még tovabb névelhetd a folyam,

a visszaélek pedig G azon éleinek a forditottjai, melyeken a folyam pozitiv, tehat csékkenthets. A G
segédgrafon definidljuk a



| e(uw) = f(uw) ha uv eléreél
oy (uv) = { f(vu) ha wv visszaél

kapacitasokat. Ha tehat van egy P iranyitott at Gy-ben s-bdl ¢-be (d.n.
javito at), akkor P eléreélein e-nal megndvelve f-t, P visszaéleinek megfor-
ditottjain e-nal csokkentve f-t egy, a Kirchhoff-szabalyt teljesits f’-t ka-
punk. Ha e-t alkalmasan véalasztjuk (nevezetesen € a P ut élein a ¢; kapaci- 1 )
tasfiiggvény minimalis értéke) akkor az eredeti kapacitasfeltételek is fenn- ?é EIEZ;) cpe)ldszh(gs};c;rgsjto
maradnak, tehat f’ folyam lesz, melynek folyamértéke my = my+e > my, (Ngr’n }grtglmai javito utat.)
ellentmondasban f maximalitdsédval.

Legyen tehat X a Gy-ben s-bdl elérhetd pontok halmaza. A fentiek alapjin t ¢ X, azaz X egy
st-vagast hatéroz meg. Mivel X-bdl nem 1ép ki G-nek éle, ezért minden X-bsl V(G) \ X-be vezets uv
élre f(uv) = c(uv), és minden V(G) \ X-b6l X-be 1éps uv élen f(uv) = 0. Ha tehat az elézs allitas

felhasznalasaval szamitjuk ki az my folyamértéket az X altal definidlt st-vagas segitségével, akkor my =
S{fav) iz e X ZveV(G)} =Y A{f(vx):ze X FveV(G)}=>{clav):x € X Fv e V(G)}, ami
éppen az X altal meghatarozott st-vagas kapacitasa. O

Ha a ¢ kapacitasok egészek, akkor a fenti bizonyitas egyben maddszert is kinal a maximalis folyam
keresésére: kiindulunk az fy = 0 folyambdl, és elkészitjik az fq, f1, fo, ... folyamok sorozatat, melyekre
0 =my < my < my, < ...egészek. Ha fi-t mar megtaldltuk, és fr minden élen egész értéket
vett fel, akkor a Gy, segédgrafban keresiink egy P utat s-bél ¢-be, és friq1-t ugy kapjuk, hogy P
mentén e-nyi folyamot vezetiink, ahol ¢ a P élei mentén a cy, kapacitasfiiggvény minimalis értéke.
(Pontosabban P el6reélein e-nal noveljiik, visszaéleinek forditottjain e-nal csokkentjiik fi-t.) Eztéltal
fr+1 is egészfolyam lesz, hisz az e kiszamitasakor bizonyos ¢y, (e) (pozitiv egész) kapacitasok minimumat
kellett képezni. Tehat my, < my,, , és az my, , folyamérték is egész. Mivel a maximélis folyamértéket
barmely vagéaskapacitas feliilr6l korlatozza, el6bb-utébb olyan f; folyamot kapunk, melyen méar nem
tudunk a fenti eljarassal javitani. Ekkor tehat nincs a Gy, segédgrafban st-ut, létezik tehdt my, kapacitasu
vagas, tehat az f; egészfolyam egyuttal maximélis folyam is. Ezzel igazoltuk az Ford és Fulkerson alabbi
tételét.

Egészértékiiségi lemma: Ha a (G, s, t, ¢) halozatban minden e él ¢(e) kapacitasa egész szam, akkor
létezik olyan maximélis f folyam, hogy f a G graf minden élén egész értéket vesz fel. g

A fenti algoritmus akkor is véges eljaras, ha nem azt kotjiik ki a kapacitasokrol, hogy egészek, hanem
csupan annyit, hogy racionalisak. A kapacitasok kozos nevezdjével ugyanis mindent végigszorozva egy
egészkapacitasokkal rendelkezd probléméat kapunk, amelyben csak véges sokszor névelhetjiik legalabb
1-gyel a folyamértéket. Ha azonban a ¢ kapacitasfiiggvény nem racionalis, akkor még akar az is meg-
térténhet, hogy minden fi-t tudunk tovabb javitani, rdadasul az my, folyamértékek nem a maximalis
folyamértékhez konvergéilnak. Egy masik kellemetlenség, hogy a fenti, nvels utas algoritmus sokszor
sajnos nem elég hatékony. Az alabbi tétel mindkét problémara megoldast kinal.

Edmonds-Karp tétel: Ha a (G, s, t, ¢) halozatban a maximalis folyamot a javitoutas algoritmussal
keressiik, és mindig egy legkevesebb élbdl allo javité Gt mentén ndveliink, akkor a maximalis folyam

meghatarozasahoz sziikséges lépésszam feliilrsl becsiilhets |V (G)| polinomjaval.

Megjegyzés: Az Edmonds-Karp tétel tehat azt biztositja, hogy a legrévidebb javit6 utakon
maximalis mértéki javitasokat végrehajtva gyorsan talaljunk maximalis folyamot.

Ha eszetleniil probalunk javitani, akkor indokolatlanul sok munkiba keriilhet egy maximalis fo-
lyam megtalalasa: az abran lathato halozatban felvaltva az sabt ill. sbat javito utakat valasztva mindig
csak egységnyit tudunk emelni a folyamértéken, tehat az Edmonds-Karp algoritmus altal két javitas
utan megtalalt, 2 - 1010 értékii maximalis folyamot csillagaszati szamu lépés utan talaljuk csak meg.

A folyamprobléma kiterjeszthet6 arra az esetre is, ha tobb forrasbol tobb nyelébe
akarunk folyamot vezetni, de nincs megkotés arra, hogy melyik forrasbol melyik nye-
16be érkezzék a folyam. Ha tehat si,s2,...,s, a forrasok, ti,ta,...,%; a nyel6k, akkor
bevezetiink egy-egy 1j s ill. ¢ csiicsot, majd s-bél minden s;-be ill. minden ¢;-bél ¢-be
vezetiink egy oo kapacitast é1t6. Ekkor az tj halozatbeli folyamok éppen a tébbtermelds,
tobbfogyasztos folyamnak felelnek meg.

Ertelmezhets az a folyamprobléma is, ahol nemcsak az éleknek, hanem a pontoknak
is van kapacitasuk, ami fels§ korlat a ponton atfolyd folyammennyiségre. Ez a probléma
is visszavezethets a szokasos folyamproblémara az alabbiak szerint.

6Csalas! Egy halozatban az élek kapacitdsa véges. A végtelen azonban itt annyit jelent, hogy olyan (véges) kapacitéast
adunk az adott élnek, hogy az ne legyen semminek se korlatja. Konkrétan: az ss; él kapacitasa legyen t6bb, mint amennyi
folyam az s;-b6l kifolyhat, és a ;¢ ¢l kapacitasa pedig legyen t6bb annal, mint amennyi folyam ¢;-be érkezhet az odavezetd
éleken.



Minden kapacitassal rendelkez6 v cstcsbol egy vpe €S egy vg;
cstcsot képeziink: a v-be befuto éleket a vy csticsba vezetjiik, a
v-bdl kiindulé élek pedig a vy; csticsbdl indulnak, tovabba beve-
zetiink egy vpevp; €1t a v cstucs kapacitasaval. (Ezt az operéaciot a
v pont széthizdsdnak nevezziik.) A pontszéthuzasokkal létrejovs
hélozat folyamai a pontkapacitasos halozat folyamainak felelnek
meg, és viszont.

Lehetséges altalanositdas még, hogy a halozatban iranyitatlan élek is vannak, melyeken barmely iranyban folyhat
folyam. Mint azt mér a szakasz elején jeleztiik, ekkor bevezetve két, ellentétesen irdnyitott élt az iranyitatlan él két
végpontja kozdtt, melyek kapacitasa megyegyezik az elhagyott iranyitatlan él kapacitasaval, akkor a probléma ismételten
visszavezethet6 halozati folyamokra: minden halozati folyamnak megfelel egy folyam az iranyitatlan éleket tartalmazd
grafban, és minden, az iranyitatlan éleket hasznal6 folyamnak megfelelnek folyamok a halézatban. Ha azt szeretnénk, hogy
kolesonosen egyértelmi legyen a megfeleltetés, akkor azzal a megszoritassal is élhetiink, hogy a konstrualt halozatban
csak olyan folyamokat néziink, melyek rendelkeznek azzal a tulajdonsiggal, hogy barmely iranyitatlan élnek megfelels két,
oda-vissza iranyitott él koziil legalabb az egyiken 0 folyam folyik. A tovabbiakban élni fogunk ezzel a feltevéssel.

To6rténelem. Ford és Fulkerson munkajanak alapja az amerikai légier$ szamara 1955-ben készitett, titkos Harris-Ross
jelentés volt. Ebben a jelentésben az eurdpai vasuti halozatot egy 44 cstcsa, 105-éli graffal modellezték. Az egyes csticsok a
vasuti igazgatosagoknak, az élek pedig az ezek kozott futd vasutvonalaknak feleltek meg. A CIA altal szolgaltatott adatok
alapjan minden élhez egy tonnidban mért kapacitast tudtak rendelni, és az igy létrejott halézatban kerestek maximalis
folyamot, ill. minimaélis vagast. A légieré érdeklGdésének homlokterében természetesen a minimalis vagas megtalalasa allt:
a hideghdbort idején amerikai részrdl redlis félelemnek tiint a Voros Hadsereg nyugat-eurdpai invazidja, és ennek megal-
litasara a logisztika hatékony rombolasa tiint az egyetlen lehet&ségnek. Azon tul, hogy a titkos jelentésben megtalaljak a
minimélis vagast (érdekesség, hogy ez Lengyelorszagot kettévigja, majd a Csehszlovak-Szovjet, ill. Magyar-Romén hatar
mentén halad), be is bizonyitjik, hogy ennél jobb nincs, ugyanis mutatnak egy azonos értékii folyamot is a szovjet téa-
maszpontokbol Nyugat-Eurdépaba. A légicsapasok tervezéséhez a jelentés egyuttal modszert is ad egy halézat minimalis
vagasanak meghatarozasara. Ross tabornok jol értette a hadsereg miikddését. A jelentésben hangsilyozta: a javasolt 1
modszer nem forgatja fel fenekestiil az eddigi rendszert, mert a szamitogépet miikddtets specialistakon kiviil tovabbra is
elengedhetetlen a jol képzett katonai szakért6k munkaja.

Ford és Fulkerson az absztrakt halézati modellben kimondta és bebizonyitotta a maximalis folyam — minimalis vagas
tételt, ami az ezutan kialakul6 kombinatorikus optimalizalas tudoméanyanak egyik alappillére lett, és ezaltal jelentGs hatést
gyakorolt szamos mas tudomanyteriiletre, pl. a grafelméletre. A jelen jegyzetben a halézati folyamokra tamaszkodva fogjuk
targyalni a kovetkez§ két fejezetet (a Menger tételek ill. paros grafok parositasainak attekintését), melyek torténelmileg
joval korabbi eredmények, am targyalasuk a halézatok ismeretében sokkal egységesebb.

3. Menger tételei

Def: A G iranyitott vagy irdnyitatlan graf u ponjabél v pontjaba futd P és Q utjait éldiszjunktaknak vagy
élidegennek (pontdiszjunktaknak vagy pontidegennek) nevezziik, ha E(P)NE(Q) = 0 (ill. V(P)NV(Q) =
{u,v}). Az éldiszjunkt (pontdiszjunkt) wv utak maximalis szamat A(u, v)-vel (ill. & (u,v)-vel) jeldljiik.

Menger tételei:

1. Ha u és v a G iranyitott graf kiilonbozs csicsai, akkor az élidegen uv utak (Ag(u,v)-vel jelolt)
maximalis szdma azonos az uv utakat lefogo élek minimalis szamaval.

2. Ha u és v a (G iranyitott graf nem szomszédos csucsai, akkor a pontidegen uv utak (kg (u, v)-vel jelolt)
maximalis szdma azonos az uv utakat lefogd, u-tél és v-t6l kiilonb6z6 csticsok minimaélis szamaval.

3. Ha u és v a G iranyitatlan graf kiilonboz6 csucsai, akkor az élidegen uv utak (Ag(u,v)-vel jelolt)
maximalis szdma azonos az uv utakat lefogo élek minimalis szamaval.

4. Ha u és v a G iranyitatlan graf kiilonb6z6 csicsai, akkor a pontidegen wv utak (kg (u,v)-vel jelolt)
maximalis szdma azonos az uv utakat lefogd pontok minimalis szamaval.

Biz: Vilagos, hogy a lefogé élek ill. pontok szdma mind a négy esetben legaldbb annyi, mint a sz6-
banforg6 utak szama, hisz a maximalis szdmu ut mindegyike egy-egy kiilonb6z6 élt ill. pontot tartalmaz
a lefogokbol. A tovabbiakban tehat mind a négy esetben bebizonyitjuk, hogy a lefogd elemek szama
legfeljebb annyi, mint a pont- ill. éldiszjunkt utak maximaélis szama.

1. Definialjuk a (G, u, v, 1) héalozatot. Ebben a halézatban minden wv egészfolyam 0-t vagy 1-t rendel
minden élhez. Azon élek, melyekhez a folyam 1-t rendel, éldiszjunkt uv utaknak felelnek meg. A folyam
értéke pedig éppen az iménti wv utak szama. Azt kaptuk, hogy a k értékii egészfolyamok kolcsonosen
egyértelmtien megfelelnek éldiszjunkt uv utak k-elemid halmazainak. Eszerint egy maximaélis egész folyam
megad maximalis szamu éldiszjunkt uwv utat. Az egészértékiiségi lemma szerint a maximalis folyam
véalaszthato egészfolyamnak is, azaz a maximalis egészfolyam értéke és a maximalis folyam értéke azonos,
konkrétan Ag(u,v). A Ford-Fulkerson tétel szerint tehat létezik a halozatban egy Ag(u,v) kapacitasa
vagas. Ez a vagas éppen Ag(u,v) élt tartalmaz, amik a konstrukeio miatt lefogjak az Gsszes uv utat.

2. Huzzunk szét minden wu-t6l és v-t6l kiilonb6z6 = pontot G-

ben, azaz helyettesitsiik z-t egy xp. és egy xp; ponttal, vezessiink
minden z-be futd élt egy, az xp. csicsba érkezd éllel, minden - L Lbe
bdl kiindulé élt egy, az xy; csicsbol indulo éllel, és huzzunk be ¢

egy TpelTk; €t is.



Ha ezt G minden x # w,v csicsara elvégezziik, akkor az igy kapott G’ grafban k éldiszjunk uv 1t
pontosan k pontdiszjunkt utnak felel meg G-ben, és viszont.

A mar bebizonyitott (els§) Menger tétel szerint tehat létezik G'-nek kg (u,v) éle, amik G’ minden
wv utjat lefogjak. Minden ilyen élnek kivalaszthaté egy-egy végpontja, aminek a G-beli megfelelGje sem
nem u, sem pedig v. (Itt hasznaljuk ki, hogy w és v nem szomszédosak.) Vilagos, hogy ezaltal legfeljebb
ka(u, v) pontjat jeloljiikk ki G-nek, rdadéasul ezek a pontok a konstrukei6 folytan minden G-beli uv-utat
lefognak.

3. Készitsiik el a G’ irdnyitott grafot tgy, hogy G minden élét oda és vissza is megiranyitjuk! (G'-nek
tehat kétszer annyi (hurokéltdl kiilonbozs) éle lesz, mint G-nek.) Vilagos, hogy G’-ben létezik Ag(u,v)
darab éldiszjunkt, irdnyitott uv-ut, hiszen G-ben van ennyi, és azok irdnyitott valtozatai megteszik.
Masfelsl, ha G’-ben van k darab éldiszjunkt, iranyitott uv-ut, akkor létezik k darab ilyen azzal a tulaj-
donsaggal is, hogy ezen utak nem hasznalnak ellentétesen irdnyitott éleket.

Ha ugyanis egy P; = (u...zy...v) ut hasznélja az

xy élt, egy masik Py = (u...yx...v) ut pedig az yx
élt, akkora P} = (u...x...v) illetve Py = (u...y...v)
utak ugyanazokat az éleket hasznaljdk, mint P, és P,
kivéve xy-t és yx-t.
Ha tehat minden olyan élre elvégezziik a fenti konstrukeiot, melyet két ut oda-vissza hasznal akkor G’-ben
kapunk & darab irdnyitott uv-utat, melyeknek a G-ben ugyanennyi (immar) éldiszjunkt, irdnyitatlan wo-
ut felel meg. Azt kaptuk tehat, hogy G’-ben az éldiszjunkt, irdnyitott uv-utak maximalis szama szintén
Aa(u,v).

A mar bizonyitott els§ Menger tétel miatt létezik tehat G’-ben A\g(u,v) él, ami minden G’-beli uv-
utat lefog. A konstrukcio folytan ezen élek G-beli, irdnyitatlan megfelelsi lefognak minden irdnyitatlan
uv utat, rdadasul ez a G-beli élhalmaz is legfeljebb A (u,v) méret.

4. Alkalmazzuk itt is a 3. rész bizonyitdsaban hasznalt konstrukciot: képezziik a G gréafot a G
éleinek oda-vissza irdnyitasaval. Vilagos, hogy az irdanyitatlan pontdiszjunkt G-beli uv-utak kélcsénésen
egyértelmtien megfelelnek az iranyitott, pontdiszjunkt G’-beli uv-utaknak. Tehat G’-ben az iranyitott
pontdiszjunkt utak maximalis szdma k¢ (uv). A mar bizonyitott, masodik Menger tétel alapjan létezik
G’-nek k¢ (u,v) pontja, melyek minden iranyitott uv-utat lefognak. A konstrukcio6 folytdn ugyanezek a
pontok lefognak G-ben is minden iranyitatlan uwv-utat, és nekiink éppen ezt kellett bizonyitanunk. [J

A Menger tételek bizonyitasanak lényege, hogy kisebb-nagyobb &talakitasok utén az allitas koz-
vetleniil adodik a halozati folyamok MEFMC tételébdl, hiszen egy maximélis diszjunkt utrendszer egy
maximalis egészfolyambol, a minimélis lefogd halmaz pedig egy minimalis vagasbol adddott. Ez a meg-
figyelés egy tjabb elényét mutatja a fenti bizonyitdsnak: amennyiben mi egy maximalis pont- vagy
éldiszjunkt utrendszerre illetve egy minimalis, minden utat lefogd pont- vagy élhalmazra vagyunk ki-
vancsiak, akkor nem kell mast tenni, mint meghatarozni az ismert médon egy maximalis egészfolyamot
illetve egy minimalis vagast a grafbol képzett halozatban.

To6rténelem Menger 1927-ben publikalta a tételét, amely eredeti forméajaban az iranyitatlan pontdiszjunkt valtozattal
volt ekvivalens. Kénig Dénes észrevette, hogy a tétel Menger altal adott bizonyitdsa hibas, és egyuttal ki is javitotta az
eredeti bizonyitast: a hianyzo6 lancszem a paros grafokra vonatkozd v = 7 egyenl@ség volt. Miutan Kénig levélben feltarta
Mengernek a hibat, és elkiildte neki, hogyan lehet kijavitani azt, Menger valaszaban kozdlte, hogy tudott a dologrdl, és azt
a késziilg konyvében mar kijavitotta. Azt, hogy hogyan, nem arulta el. Az emlitett kdnyvben valéban egy helyes bizonyitas
szerepel, de Menger egy szoval sem kozdlte, hogy az eredeti bizonyitdsa hidnyos volt, és Kénig nevét is hidba keresnénk
ennél a résznél.

Def: Az irdnyitatlan G grafot k-szorosan (pont)isszefiiggdnek (roviden k-osszefiiggonek) nevezziik,
ha G-nek legalabb (k4 1) pontja van, és G Gsszefliggé marad, barhogyan is hagyunk el belgle legfeljebb
k — 1 pontot. A maximaélis k-t, amire G k-Gsszefiiggs x(G) jeloli.

Def: A G iranyitatlan grafot k-szorosan éldsszefiiggének (roviden k-élosszefiiggdnek) nevezzik, ha
G Osszefiiggé marad, barhogyan is hagyunk el beldle legfeljebb k£ — 1 élt. A maximalis k-t, amire G
k-élosszefliggs A\(G) jeloli.

Tétel: Az iranyitatlan G graf pontosan akkor k-Osszefiiggs ha G-nek legalabb (k+ 1) pontja van, és
G barmely két, kiilonb6z6 pontja kozott létezik k pontidegen tut. G pontosan akkor k-élésszefiiggs, ha
G barmely két, kiilonb6z6 pontja kozt vezet k élidegen 1t.

Biz: Az iranyitatlan Menger tételekbdl konnyen adodik: ha barmely két pont kézott van k 1t, akkor
G nem eshet szét k-nél kevesebb pont ill. él elhagyasaval. Ha G k-élof, akkor semelyik két pont kozti
utakat sem fogja le k-nal kevesebb ¢l (azok elhagyasaval ugyanis G szétesne), ezért Menger 3. tétele
szerint tetszdleges két pont kozott 1étezik k élidegen at. Ezzel a tétel éldiszjunkt valtozatat igazoltuk.

A pontdiszjunt esethez tegyiik fel indirekt, hogy G k-6f, és u-bol v-be legfeljebb k—1 pontdiszjunk ut



talalhat6. Ha u és v nem szomszédosak, akkor Menger 4. tétele miatt az uv-utak lefoghatoak legfeljebb
k — 1 ponttal. Ezek elhagyasaval G szétesne, de ez ellentmond G k-szoros Osszefiigg&ségének.

Ha uv € E(G), akkor az wv él torlése utan keletkezd G’ graf legfeljebb k — 2 pontdiszjunkt wv utat
tartalmaz, tehat Menger 4. tétele szerint létezik k—2 pontja, aminek elhagyasakor G’ szétesik. A szétesett
grafban ismét Osszekotve az u és v pontokat egy legaldbb 3-ponta grafot kapunk (hisz G-nek legalabb
k + 1 pontja volt), mely az uv élt torlésétdl szétesik. De ekkor az uv él helyett u vagy v valamelyike
is torolhetd, hogy a graf szétessen. Ismét azt kaptuk, hogy G legfeljebb k£ — 1 alkalmas pont torlésével
szétesik, ami a k-szoros GsszefiiggGségnek mond ellent. g

Tétel: (Menger) Ha G legalabb 3-pontu graf akkor az alabbi allitasok ekvivalensek.

(1) G 2-6f, (2) G barmely 2 pontjan at vezet kor. Ha G-nek nincs izolalt pontja, akkor a fentiekkel
ekvivalens az is, hogy (3) G barmely 2 élén &t vezet kor.

Biz: (1) = (2). Ha G 2-6f, akkor barmely u, v pontja kozott van két pontidegen at, melyek egytitt
egy u-t és v-t tartalmazo kort alkotnak.

(2) = (1). A kor tekinthets két pontidegen ut unidjanak, azaz barmely két pont kozott letezik legalabb

2 pontidegen tt, és az el6z8 tétel szerint (figyelembevéve, hogy G legalabb 3-pontti), azt jelenti, hogy G

2-0f.

(3) = (2). Ha u-n és v-n keresztiil akarunk kort talalni, akkor elegendd egy-egy u-ra és v-re illeszkedd

élen keresztiil kort talalni, ami a (3) feltétel szerint létezik.

(1) = (3) G agy is 2-6f marad, ha két élét felosztjuk egy-egy ponttal. (2) miatt létezik a feloszt6 pontokon

keresztiil kor, ami épp egy, a felosztott éleken keresztiili kornek felel meg. O
Dirac tétele: Ha G k-0f, és k > 2, akkor G barmely k pontjan keresztiil talalhato kor G-ben. O

4. Paros grafok és parositasok

Def: A G graf pdros grdf, ha csicsai két szinnel szinezhetGek tgy, hogy G barmely élének végpontjai
kiilonb6z6 szintiek legyenek.

Megjegyzés: A fenti definicibban a két szinnel val6é szinezés nem feltétleniil egyértelmd: pl az n
pontbol 4llo iires graf tetszdleges 2-szinezése teljesiti a feltételt. (Konnyen lathaté, hogy pontosan akkor
egyértelmd a két szinnel valo szinezés, ha a péaros graf 6f.) Egy rogzitett 2-szinezés esetén az azonos
szintire szinezett pontok halmazat szinosztdilynak nevezziik. A fenti definicié kimondhat6 gy is, hogy a
paros graf az, aminek a pontjai két osztalyba sorolhatoak ugy, hogy élek kizarolag e két osztaly kozott
futhatnak.

Ha hangsulyozni akarjuk, hogy a szébanforgd G egy pdros graf, és egyuttal az A és B szinosztéilyokat
is meg szerenénk adni, akkor hasznélhatjuk a G = (A, B; E) jelolést.

Megfigyelés: Minden péaros hosszi kor paros graf, t.i. felvaltva ki lehet szinezni a cstcsait. Paratlan
korre ezt nem tehetjiik meg, a paratlan kor tehat nem paros graf. Ha egy graf paros, akkor minden
részgrafja is paros. Paros graf ezért nem tartalmazhat ptn kort. Megadjuk a paros grafok egy ekvivalens
jellemzését.

Tétel: A G véges graf pontosan akkor paros, ha G nem tartalmaz paratlan kort (azaz, ha G minden
kore paros).

Ko6v.: Mivel a faban nincs kor (hat még ptn kor), ezért minden fa paros graf.

A tétel bizonyitasa: Sziikségesség: az el6z6 megfigyelésben lattuk be.

Elégségesség: tegyiik fel, hogy G nem tartalmaz paratlan kort. Azt

kell megmutatni, hogy létezik alkalmas 2-szinezés. Mivel élek csak a graf C En DA
komponensein beliil futnak, ezért elegendé egy komponensen beliil taldlni B
egy 2-szinezést, azaz feltehets, hogy G 6f. Legyen F a G egy feszitéfaja, és C A '\ D)

\
v pedig G egy tetszdleges pontja (F gyokere). Legyen A a v-t6l az F fan (& ez & DA
péros tavolsagra levd csiicsok, B pedig a v-t6l F-en péaratlan hossza tton 1
elérhetd csiicsok halmaza. Vilagos, hogy F' minden éle A és B kozott fut, L x4 w)B

de megmutatjuk, hogy ugyanez G-re is igaz. Innen az allitas kovetkezik, ‘/ \ < ; <
hisz ezéltal G pontjait két szinosztalyra tudtuk bontani. C yse ¢ ) A

Ha tehét futna G-nek egy xy éle (mondjuk) az A halmazon beliil (B-re a bizonyitds sz6 szerint
megegyezik), akkor létezne G-ben egy xy...v...x paratlan hosszusiagu korséta, melyet az iménti él, a
v-t az x-szel ill. a v-t az y-nal 6sszek6td F-beli utak hataroznak meg. Ha ebbdl a korsétabol levagjuk
az F-beli vx és vy utak kozos részét, akkor a sétabol paros sok él marad ki, és egy G-beli paratlan kort

kapunk. Ellentmondas. O
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Def: A G = (V, E) graf éleinek M részhalmaza figgetlen, més szoval M (részleges) pdrositds, ha
az M-beli élek végpontjai kiilonhozbek, azaz G minden csiicsabol legfeljebb egy M-beli él indul. Az M
pérositas teljes pdrositds, ha M G minden pontjit fedi, azaz G minden cstcsara illeszkedik egy M-beli
él.

Példa: Egy tanciskoldban tanulé fitk ill. lanyok halmazai alkotssdk a G paros graf szinosztélyait.
Fusson G-ben él két cstics kozott, ha az adott fia és lany hajlandbak egymaéssal tancolni. Ekkor G minden
parositasa egy lehetséges tancpartner-valasztasi szituaciot ir le. Ebben a modellben a hatékony oktatés
érdekében a tanctanar minél tobb élbél &ll6 parositast szeretne taldlni, mely optimélis esetben egy teljes
péarositas.

Egy maésik lehetséges példa, ha a graf cstucsai az egyetem termeinek ill. az ott folyd elGadasoknak
felelnek meg. Akkor van él egy teremnek és egy elGadasnak megfelels csics kozott, ha a terem alkalmas
az adott el6adas megtartdsara. Egy adott pillanatban az egyetemen foly6 tevékenység egy péarositast
indukal az elébb definialt segédgrafban.

Def: A G = (V,FE) graf X C V ponthalmaz szomszédainak J R
halmazat N (X) jeloli: N(X) :={v eV : 3z € X, melyre zv € E}. “NE-T X A

Frobenius tétele: A G = (A, B; F) véges, paros grafnak pon-
tosan akkor létezik teljes parositasa, ha |A| = |B| és | X| < |N(X)| m
minden X C A ponthalmazra. 'yy’wr\;’]\}(xf) B

Hall tétele: A G = (A, B; E) véges, paros grafnak pontosan Seceeeecoon -
akkor létezik A-t feds parositésa, ha | X| < |[N(X)| minden X C A
ponthalmazra.

A Frobenius tétel trividlisan kovetkezik a Hall tételbdl, igy elég ez utobbit igazolni. A Hall tételt
pedig a Kénig tétel specidlis eseteként fogjuk belatni.

Def: Adott G graf esetén v(G) jeloli a G fliggetlen élhalmazai koziil a maximalis méretét, azaz G
maximélis parositasanak elemszamaét.

Def: A G graf pontjainak U halmaza lefogo ponthalmaz, ha G minden élének van U-beli végpontja.
A legkevesebb pontbol allo lefogd ponthalmaz méretét 7(G) jeloli.

Allitas: Ha G véges graf, akkor v(G) < 7(G) . (G nem feltétleniil paros graf.)

Biz: Legyen M G-nek egy maximalis (v(G) élbdl allo) parositasa. Ha U egy minimalis mérett lefogo
ponthalmaz, akkor lefogja M minden élét is, am U minden pontja legfeljebb egy parositasélt fog le.
Tehat 7(G) = |U| > |M| =v(G) . O

Koénig tétele: Ha G = (A, B; E) véges, paros graf, akkor v(G) = 7(G).

A Hall tétel bizonyitasa: A sziikségesség nyilvanvalo: ha létezik A-t fedd parositas, akkor minden
A-beli pontnak kiillénb6z§ parja van, tehat tetszéleges X C A esetén az X-beli elemek B-beli parjai az
N(X) egy |X| méretd részhalmazat alkotjak.

Az elégségességhez tegyiik fel, hogy | X| < |N(X)| minden X C A-ra.

Azt kell igazolnunk, hogy v(G) > |A|. Legyen U minimalis (azaz 7(G) } 7))
mérett) lefogd ponthalmaz, és legyen Uy := U N A, Ug := U N B. Mivel "1 .
U lefogja az X := A\ Ux-bdl indulé éleket, ezért N(X) C Up, tehat
IN(X)| < |Ug|.- A Kénig tétel ill. Hall a feltétel miatt

v(G) =7(G) = |U| = [Ua| + [Up| > |Ua| + |N(X)| > |Ua| +|X| = |A] . O B
A Kénig tétel bizonyitasa: Készitsiink el a G’ grafot az alab-

biak szerint. Iranyitsuk G minden élét A-bol B-be, vegyiink fel egy 1] 1

s és t pontot, vezessiink s-bél élt A minden pontjaba, és vegyiink fel

egy-egy élt B minden pontjabol ¢t-be. Adjunk minden élnek kapaci- s

tasokat: az s-bdl induld ill. ¢-be érkezé éleké legyen 1, az A-bol B-be

futoké pedig legyen oo (pontosabban |A| 4 1). Tekintsiik a (G, s, ¢, ¢)

hélozatot, ahol ¢ az imént definidlt kapacitast jelenti. A
Vegyiik észre, hogy ha G-ben van egy k méretii parositas, akkor létezik ebben a héalézatban k értéki

egészfolyam: a parositdaséleknek megfelels éleken, az ezen élek A-beli végpontjaihoz vezetd s-bdl induld

éleken, valamint a parositasélek B-beli végpontjaibol t-be vezets éleken legyen a folyam altal felvett

érték 1, minden egyéb élen 0. Az is kdnnyen lathatd, hogy a hélézatban minden egészfolyam ugy all

els, hogy néhany, A-bol B-be vezetd fliggetlen élen a folyam 1 értéket vesz fel, ezeket az éleket s-bdl

taplaljuk, a kifolyo folyamot pedig t-be engedjiik. A halozatban tehat a maximalis egészfolyam értéke

v(QG), és az egészértékiiségi lemma miatt a maximalis folyamérték is ugyanennyi.
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A Ford-Fulkerson tétel szerint létezik tehat egy v(G) értékd
vagas. Ha ezt a vagast az s-t tartalmazé X halmaz definiélja, akkor
X N A-bol nem futhat G’-nek éle B\ X-be, hisz akkor a vagas
kapacitasa co volna. (Pontosabban legalabb |A| + 1, de méar az is
tobb, mint v(G), hisz A egy lefogo halmaz, ahonnan v(G) < |A].)
Ez azt jelenti, hogy (A\ X)U(BNX) egy lefogé ponthalmaz, tehat
|[A\ X|+|BnNX|>7(G). A héalozat konstrukciojabol adédoan az
X altal definialt vagas kapacitasa v(G) = |A\ X |+ |BNX| > 7(G).
A Konig tétel el6tt bizonyitottuk, hogy v(G) < 7(G) all, ahonnan
v(G) = 7(G) adddik. 0 X e

A fenti bizonyitasbol hatékony algoritmust kaphato egy maximalis parositas ill. egy minimalis lefog6 ponthalmaz
megtalalasara paros grafban. Ha a maximalis folyamok meghatarozasara szolgalé javito utas modszert a fenti konstrukciora
alkalmazzuk, és eltekintiink az s-re ill. t-re illeszkedd élektsl, akkor a kovetkezs eljarast” kapjuk. Kiindulunk az ires
parositasbol, és azt javitgatjuk. Ha méar taldltunk egy M péarositast, akkor tekintjiik az M-hez tartozd segédgrafot, azaz
M éleit B-b8l A-ba iranyitjuk, G egyéb éleit pedig A-bol B-be. Ha ebben a segédgrafban létezik egy P iranyitott ut egy
A-beli, az aktualis M parositas altal fedetlen pontbol olyan B-beli pontba, melyet szintén nem fed a parositas, akkor ezen
az 4.n. alterndld dton az eddigi parositaséleket elhagyva, és P pérositason kiviili éleit bevéve (méas széval M helyett MAP
tekintve), egy eggyel nagyobb méretii parositast kapunk. Ha pedig nincs javito alternalo ut, akkor M maximaélis parositas,
és konnyen talalhato egy |M| cstcsot tartalmazo lefogd ponthalmaz is.

A Konig tétel levezethet6 Menger tételébdl is. Annak oka, hogy nem igy jartunk el, az volt, hogy a maxim4lis parositast
keres6 algoritmus, mint a maximalis folyamkeresés specialis esete jobban latszik a kizvetlen visszavezetésbél. Erdemes
azonban latni e két tétel kapcsolatat is, ezért az alabbiakban kozoljiik ezt a bizonyitast is. (Es igen: a vizsgan ezt is
elfogadjuk az els6nek kozolt bizonyitas helyett.)

A Koénig tétel masodik bizonyitasa: Most hagyjuk meg a G grafot irdnyitatlannak, de vegyiik fel az s és ¢
pontokat, vezessiink s és A minden pontja ill. ¢ és B minden pontja kozott egy-egy élt. Vilagos, hogy ha létezik G-ben k
fiiggetlen él, akkor ezek segitségével taldlunk k pontdiszjunkt st-utat a fent konstrualt G’ grafban. Mésfelél, ha ismeriink
k pontdiszjunkt st-utat G’-ben, akkor az ezek &ltal hasznalt G-beli élek fiiggetlenek. Tehat a G-ben a fiiggetlen élek
maximalis szama megegyezik G’-ben a pontdiszjunkt st-utak maximalis szaméaval: v(G) = kg (s, t).

Minthogy G’-ben s és t nem szomszédosak, alkalmazhatjuk Menger 4. tételét, amely szerint a pontdiszjunt st-utak
maximalis szdma (kg (s,t)) megegyezik a minden st-utat lefogo, s-t6l és t-t61 kiilonboz6 pontok minimalis szamaval.
Csupéan azt kell észrevenni, hogy G cstcsainak egy U részhalmaza pontosan akkor fogja le G minden élét, ha ugyanez az
U ponthalmaz G’-ben lefog minden st-utat. Tehat G-ben a lefogd pontok minimalis szaima megegyezik a G’-ben minden
st-utat lefogo, s-t6l és t-t8l kiilonb6z8 pontok minimalis szamaval: 7(G) = kg (s, t) = v(G), ahol az utdbbi egyenlGséget
a bizonyitas els6 részében lattuk be.

To6rténelem Frobenius 1912-ben publikilt egy determininsokra vonatkoz6 eredményt, ami a grafok nyelvén fogal-
mazva a paros grafok teljes parositasanak jellemzésével egyenértékdi. Kénig ettdl az eredménytdl fiiggetleniil talalta meg a
fent ismertetett Konig tételt 1915-ben, amit aztan elkiildott Frobeniusnak. Frobenius kés6bb megjelentetett egy elemi bizo-
nyitast a tételére, és megemlitette Kéniget is, mint akinek a tétele kénnyen kdvetkezik az 6vébél. Mindezen til megjegyezte
azt is, hogy az a grafelmélet masinéria, amin Kénig bizonyitasa alapszik nem sokat segit a determinansok elméletében,
hiszen Kdénig tétele egy meglehetdsen specidlis, nem sokat ér¢ allitas. Minden, ami Kénig eredményébdl hasznalhatd, benne
van Frobenius determinansokroél szo6lé tételében.

Nos, az id6 nem Frobeniust igazolta.

Def: A G graf pontjainak U részhalmaza fiiggetlen (vagy stabil), ha U nem feszit élt, azaz G minden
élének van nem U-beli végpontja. A G graf legtébb pontbdl 4llo, fiiggetlen ponthalmazanak méretét
a(@) jeloli.

Def: A G graf éleinek F' halmaza lefogd élhalmaz, ha G minden pontjaboél indul F-beli él. A G graf
legkevesebb élbal 4llo, lefogd élhalmazanak méretét p(G) jeloli.

Megfigyelés: Tetszoleges, véges G grafra o(G) < p(G) .

Biz: Egy «o(G) méreti fiiggetlen ponthalmaz lefogésahoz legalabb «o(G) él sziikséges. O

Gallai tétele: Legyen G n-pontt graf.

1. Ha G-ben nincs hurokél, akkor 7(G) + a(G) =n .
2. Ha G-nek nincs izolalt pontja, akkor v(G) + p(G) =n .

Biz: 1.: Konnyen lathato, hogy U C V(@) pontosan akkor lefogoé ponthalmaz,
ha V(G) \ U fiiggetlen ponthalmaz. Az allitas innen kozvetleniil adodik.

"Néha —kissé helyteleniil- az ismertetett eljarast magyar mddszernek nevezik. A magyar modszer az amerikai Harold
Kuhn talalmanya. Tortént ugyanis 1953-ban, hogy Kuhn éppen Ké&nig Dénes kényvét lapozgatta, amikoris megakadt a
szeme egy labjegyzeten, mely Egervary Jend egy 1931-b6l szarmaz6 magyar nyelvii cikkére hivatkozik, mint a maximalis
pérositasokrél szold v = 7 tétel altalanositdsara. Kuhnt pedig éppen az a probléma érdekelte, hogy hogyan lehet egy paros
grafban nem maximaélis, hanem mazimdlis silyd parositast talalni. (A maximaélis parositas a maximalis stulytnak specialis
esete, amennyiben minden él salya pontosan 1.) Nos, a nyom helyesnek bizonyult: Egervary cikkében valoban errgl volt
sz6. Am ahhoz, hogy ez kideriiljon, egy kis elszantsagra volt sziikség: Kuhn egy magyar szotar és egy nyelvtankdnyv
segitségével két hét alatt leforditotta maganak a cikket. A modszer segitségével, a cikkben leirtak szerint meghatérozott
egy maximalis sulya parositast egy haromjegyti élsiulyokkal rendelkez8, 24 csiicst paros grafban. Ehhez mindéssze 3 orara
volt sziiksége, ami meggydzte 6t a modszer helyességérsl. Magat az algoritmust tehat Kuhn irta le, de Egervary tiszteletére
magyar modszernek nevezte el, és azdta az egész vilag igy ismeri.
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2.: Mivel G-nek létezik v(G) diszjunkt éle, ezek 2v(G) pontot fognak le. A maradék n — 2v(G) pont
mindegyike lefoghato egy-egy 1j éllel (hisz nincs izolalt pont), azaz v(G) +n — 2v(G) = n — v(G) éllel
minden pont lefoghat6. Innen p(G) < n — v(G), ahonnan v(G) + p(G) < n adodik.

Masrészrél, konnyen lathato, hogy ha F' minimalis méret lefogo élhalmaz, akkor F' kdrmentes, és
nem tartalmaz 3 hosszu utat sem. Tehat F' diszjunkt csillagok uniéja. (A csillag olyan 6f graf, melynek
(legfeljebb) egy hijan minden pontjanak foka 1.) Ha a minimalis lefog6 élhalmazban k csillag van, akkor
e halmaz n — k élt tartalmaz, masrészt e halmaz tartalmaz k diszjunkt élt, tehat v(G) > k. Azt kaptuk,
hogy p(G)+v(G) > n—k+k = n, és innen a masik iranyt egyenl6tlenség figyelembevételével kivetkezik
a tétel. g

A Gallai tétel egy lehetséges alkalmazasa a

Koénig tétel. Ha a G véges, paros grafnak nincs izolalt pontja, akkor a(G) = p(G)

Biz: Paros grafban hurokél nem lehet, igy az allitas kdvetkezik Konig el6z6 tételébdl és Gallai két
tételebsl: a(G) = |V(G)| — 7(G) = |V(G)| — v(G) = p(G) . O

A maximalis parositas méretének (azaz a v(G) grafparaméternek) a meghatirozdsa nem csak péaros grafok esetén
érdekes. Ezért hasznos megfigyelés, hogy a javito alternald utakkal valo novelés (elméletileg) itt is maximalis parositast
ad. (A paros grafokon hasznalt alternalo ill. javité at fogalma értelemszertien kiterjed nem péros grafokra is.)

Berge tétele: A G graf M parositasa pontosan akkor maximaélis, ha nincs M-hez javito ut.

Biz: Ha M nem maximalis, akkor létezik egy |M|-nél tébb élt tartalmazé N parositas. Az M U N élhalmaz egy
komponense vagy a két parositds kozos éle, vagy egy olyan M-alternal6 at, mely egyben N-alternal6 is egyuttal (an.
M N-alternal6 ut), vagy egy olyan kor, melynek élei felvaltva M ill. N-beliek (M N-alternalo kor). Mivel |[N| > |M|, ezért
kell olyan M N-alternald utnak lennie, ami tébb N-beli élt tartalmaz, mint M-belit. Az ilyen Gt az M péarositas javitod
atja. O

Hogyan lehet bebizonyitani, hogy egy adott graf nem tartalmaz teljes parositast? Paros graf esetén
lattuk, hogy egy szinosztalyméretnél kisebb lefogd ponthalmaz megfelel6 bizonyiték. J6 ez a bizonyiték
nem paros grafokra is, de pl. mar K5 esetén sem elég jo: v(K3) = 1 < 2 = 7(K3). Nem paros esetre a
kovetkezd allitas mutat egy lehetséges bizonyitékot. Egy G graf paratlan komponenseinek szamat ¢, (G)

jeldli.
R

Allitas: Ha a G véges grafnak létezik k olyan pontja, melyek
o |

elhagyasa utan tobb, mint k paratlan komponens keletkezik (azaz

(G — X) > |X| valamely X C V(G)-re), akkor G-nek nincs @

teljes parositasa. Py .
Biz: Ha G-nek van teljes parositasa és X C V(G), akkor @ L

G — X minden paratlan komponensének van olyan v pontja, hogy P

a v-t fedd parositdsél nem a komponensen beliil fut, azaz kilép o =

a beléle. Ezen parositasél masik végpontja sziikségképp X-ben o« — o’

van. Tehat minden paratlan komponenshez tartozik egy-egy kii- Pps komponensek ./ ptn komponensek
16nb6z6 X -beli pont. O

A fenti allitas alkalmas megforditasa is igaz.
Tutte tétele: A véges G grafnak pontosan akkor van teljes parositasa, ha tetszSleges X C V(G)
esetén ¢, (G — X) < |X]| teljseil.

O

5. Grafok szinezései

Def: A G graf k szinnel szinezhetd, ha G minden csicsa kiszinezhetd k adott szin valamelyikére ugy,
hogy G minden élének mindkét végpontja kiilonboz6 szind legyen. A G graf kromatikus szaima x(G) = k,
ha G kiszinezhet k szinnel, de k — 1 szinnel még nem. Mas szavakkal, x(G) a legkisebb olyan k egész,
melyre G csicsai lefedhetSek k fiiggetlen ponthalmazzal.

Megjegyzés: 1. Ha G k-szinezhetd, akkor G-ben nincs hurokél.

2. A G graf k-szinezése tkp. egy ¢: V(G) — {1,2,...,k} fv, melyre c¢(u) = ¢(v) = wv &€ E(G) all.

Példa: 1. G pontosan akkor paros graf, ha x(G) < 2. (T.i. G 2-szinezése ugy bontja két részre a
csticshalmazt, hogy él csak a szinosztalyok kozt futhat, és viszont.)

2. Paratlan n-re C,, nem paros graf, igy x(C,,) > 3. Mivel C,, 3-szinezhetd, ezért x(Cy,) = 3.

Def: A G graf klikkje a G teljes részgrafja. A G graf w(G)-vel jelolt klikkszdima G legnagyobb
klikkjének pontszdma, azaz a legnagyobb olyan k szam, melyre létezik G-ben k paronként 6sszekotott
csacs, de k 4+ 1 mar nem létezik.

Allitas: Minden iranyitatlan, véges G grafra w(G) < x(G) < A(G) + 1.

Biz: G pontjainak kiszinezésével a maximalis klikk pontjait is kiszinezziik, mégpedig kiilonb6z6
szinekkel. Ebbdl vilagos az elsé egyenl&tlenség.
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Masrészt az alabbi mohdé algoritmus segitségével barmely G graf (A(G) + 1)-szinezhetd. Szinez-
ziik ki G pontjait vy, vs,...v, sorrendben tgy, hogy az i-dik lépésben v;-t olyan szinre szinezziik, ami
nem szerepel v; kiszinezett szomszédain. Mivel v;-nek legfeljebb A(G) kiszinezett szomszédja lehet, és
mindegyik szomszéd legfeljebb egy-egy szint zar ki, v; szinezése elvégezhets a rendelkezésre allo szinek
valamelyikével. v, kiszinezése utan G egy (A(G)+ 1)-szinezését kapjuk, ami a masodik egyenlGtlenséget
igazolja. |

Megjegyzés: A fenti allitdsban egyik egyenlGtlenséget sem lehet dltaldban megjavitani: az also
becslés pl. a késGbb vizsgalt perfekt grafokra éles, mig a fels§ becslés teljes grafokra és ptn korokre is
pontos: x(K,) =n=A(K,)+ 1ill. x(Copnt1) =3 = A(Cany1) + 1. A fels6 becslés azonban lényegében
csak az utobbi grafokra éles.

Brooks tétele: Legyen G véges, egyszer, 6f graf. Ha G nem teljes graf és nem pératlan kor, akkor

V(@) < AG). O
Az alabbi tétel azt mutatja, hogy az w(G) < x(G) alsé becslés sokszor bizony fabatkét sem ér.
Tétel: Tetszbleges k > 2 pozitiv egészhez létezik olyan G graf, melyre x(G) = k és w(G) = 2.

Biz: Megadunk egy Gy grafot a kivant tulajdonsaggal. A konst- -
rukci6 egyébként Mycielski nevéhez fliz6dik. A k paraméter szer1nt1

indukciéval bizonyitunk. A G5 = Ky megfelel§ graf, tehat k =

re az indukcidés allitas igaz. Tegyiik fel, hogy a Gy grafot mar si— p

keriilt elkésziteni. Legyen V(Gy) = {v1,v2,..., 00}, és V(Grt1) = u 1Us Ju’ }M” Gri1

{v1,v2, ..., v} U{ug,uz,...,u,} U{w}, ahol az u; és w az eddigi-

ektdl és egymastol kiilonbozs 4j csticsok. Legyen F(Gry1) = {wu; : K

1 <i<n}U{vuj,vju;: vv; € BE(Gg)} U E(Gy), azaz kossiik ossze %0, a

w-t minden wu;-vel, tovabba minden Gj-beli ¢l (6nmagéan kiviil) ket EP“% Vi Ty ] h

élért felelés G41-ben.

Mivel az u; pontok fliggetlenek, tovabba w-bdl nem fut él v;-be, ezért G1-ben minden haromszog
legalabb két Gj-beli pontot (mondjuk wv;-t és v;-t) tartalmaz. Ha a harmadik pontja egy wu;, akkor
v;, 05,0 a Gi-ban haromszoget alkotnak, ami ellentmond az indukcios feltevésnek. Azaz w(Gr41) = 2.
Azt kell mar csak bebizonyitani, hogy Gi41 (k4 1)-kromatikus. k szerinti indukciot hasznélunk: k = 2-
re x(K2) = 2 miatt az allitas igaz. Vilagos, hogy x(Gr+1) < k+ 1, hisz a v;-ket a Gy, egy k-szinezése
szerint szinezve, minden u;-nek a v;-vel azonos szint adva és w-re egy (k + 1)-dik szint hasznalva G4
egy (k + 1)-szinezését kapjuk.

Azt kell megmutatnunk, hogy Gji1 nem szinezhet$ ki k szinnel. Indirekt bizonyitunk: tegytiik fel,
hogy Gj41 mégis kiszinezhets k szinnel. Tekintsiink egy ilyen szinezést, és szinezziik 4t a w-vel azonos
szint kapo6 v; pontokat u; szinére. Ezéltal a {vy,vs,...,v,} pontok mindegyike w-étél kiilonb6z8 szint
kap. Tehat Gy, pontjait (k — 1)-szineztiik. Mivel x(Gj) nem szinezhet jol k — 1 szinnel, ezért az iménti
szinezésben lesz két azonos szint kapo, szomszédos cstics, mondjuk v; és v;. Ezek az eredeti szinezésben
természetesen kiilonbozs szint kaptak, tehat az egyikiik (mondjuk v;) a w-vel azonos szint kapott, és
ezért atszineztiik u; szinére. Azonban v; és u; is szomszédosak Gj.+1-ben, tehat eredeti sziniik kiilonb6z6
volt. Ezért az atszinezés utan sem fordulhat el, hogy v; és v; azonos szint kapott. Ez az ellentmondas
igazolja az indukcios allitast, azaz x(Ggy1) = k + 1. O

Lattuk, hogy a 2-szinezhets grafok pontosan a péros grafok. A 3-szinezhets grafok mér sokkal bo-
nyolultabb strukturat alkotnak: annak a felismerése, hogy egy adott G graf 3-szinezhets-e (azaz G
cstcsai elGallnak-e 3 fliggetlen ponthalmaz unidjaként), bizonyithatéan nehéz. Figyelemremélto, hogy a
4-szinezhetd grafok osztalya tartalmazza a sikbarajzolhaté grafokat.

4-szin tétel: Minden egyszert, sikbarajzolhatd graf 4-szinezhetd. O

Torténelem Sikbarajzolt grafok szinezése legtermészetesebben a térképszinezés kapcsan meriil fel: egy politikai tér-
képen szeretnénk az orszagokat ugy kiszinezni, hogy szomszédos orszagok szine kiilonbdzzek®. Mas szoval, egy sikbarajzolt
graf tartomanyait kell szinezniink, ami ekvivalens az adott graf dudlisinak szinezésével.

A 4-szin tételt Francis Guthrie sejtette el@szor 1852-ben, midén megfigyelte, hogy Anglia megyéi a 4-szinezhetGek.
T6bbszoros attétellel értesiilt errél Cayley, aki 1878-ban publikalta a sejtést. 1879-ben Kempe koz0lt egy bizonyitast,
melyet Tait bizonyitasa kdvetett 1880-ban. 1890-ben Heawood hibat taldlt Kempe bizonyitasaban, 1891-ben pedig Petersen
a Tait-félében. A hibakat azota sem sikeriilt kijavitani. Sokak hosszt, eredménytelen probalkozéasai utan Appel és Haken
1976-ban bizonyitottak be a tételt. Modszeriikkel az allitas egy hihetetleniil bonyolult, szertedgaz6 esetvizsgilatra vezetett,
amit szamitogéppel végeztek el. Mivel a bizonyitas helyességének ellendrzése elképzelhetetlen szamitogép nélkiil, felmeriilt
az a metamatematikai probléma, hogy mi tekinthetd teljes értékii bizonyitasnak: mennyire lehetiink biztosak abban, hogy a
szamitogépprogram valoban azt végzi el, amit arrol feltételeziink. A torténet jelenlegi utolso allomasahoz 1996-ban érkezett,
amikoris Robertson, Sanders, Seymour és Thomas talalt egy, az Appel-Haken-félénél joval egyszertibb bizonyitast, mely

8Ez sem egészen igaz, ugyanis a politikai térképek nem sziikségképpen 4-szinezhetdek, hisz pl. Kalinyingradot is az
Oroszorszaghoz hasznalt szinnel kell festeni. Ha ezt jol megértettiik, akkor nem meglep6 az az allitas sem, hogy tetszéleges
k-hoz létezik olyan politikai térkép, ami nem szinezhet$ ki k szinnel.
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arra vezet, hogy 633 kis graf 4-szinezhetGségét kell ellendrizni. Természetesen ezt is szamitogéppel végezték, de a bizonyitas
helyessége immar ,kézzel” is ellenGrizhet§. Persze enek kozlése is meghaladja a jegyzet kereteit. Kempe modszere viszont
alkalmas egy gyengébb, am nemtrivialis eredmény igazolasasra.

5-szin tétel: Minden egyszert, sikbarajzolhato G graf 5-szinezhetd, azaz x(G) < 5.

Biz: Legfeljebb 3-pontu grafokra a tétel trividlisan igaz. Pontszam szerinti indukcioval bizonyitunk,
tegyiik fel, hogy a legfeljebb (n—1)-pontt grafokra a tétel igaz. Legyen G egy n-ponta (n > 3), egyszert,
sikbarajzolhatd graf. Tudjuk, hogy G élszama legfeljebb 3n — 6, azaz G pontjainak fokszamosszege
legfeljebb 6n — 12. Van tehdt G-nek egy legfeljebb 5-6dfoku v cstcsa.

Mivel G — v is egyszertd és sikbarajzolhato, ezért az indukcios feltevés
miatt 5-szinezhet$. Ha tehat v szomszédai legfeljebb 4 szint kapnak e szi-
nezésben, akkor v megkaphatja az 6todik szint. Ez akkor nem mikddik, ha 1
d(v) = 5 és mind az &t szomszéd kiilénboz6 szin®. (Ld. az abrat.) Tekintsiik 5
az 1-es és 3-as szinek altal feszitett G5 részgrafot (G — v)-ben. Ha a v cstcs
1-es ill. 3-as szind szomszédai G13 kiilénb6z6 komponenseibe esnek, akkor
pl. az 1-es szomszéd komponensében felcserélve az 1-es és 3-as szineket, a
G — v olyan 5-szinezését kapjuk, melyben v-nek nincs 1-es szinti szomszédja.

Ekkor v 1-es szinre szinezhetd. 4

Ellenkez6 esetben van v 1-es és 3-as szind szomszédja kozott egy olyan tt, mely csak 1-es és 3-as szind
csucsokat hasznal. A sikbrarajzoltsag miatt biztos nincs v 2-es és 4-es szint szomszédja kozott olyan ut
(G — v)-ben, ami csak 2-es és 4-es szind cstucsokat hasznal, vagyis a G13-hoz hasonléan definialt Gay
grafban az emlitett két szomszéd kiilonb6z6 komponensekben van. A 2-es szint szomszéd komponensében
felcserélve a 2-es és 4-es szint G — v olyan 5-szinezését kapjuk, amelyben v szomszédai kdzott nem fordul
el a 2-es szin. A v cstics tehat megkaphatja a 2-es szint. O

3

Megjegyzés: Erdemes meggondolni, hogy a fenti bizonyitas miért nem miikédik 4 szinre.

Def: A G graf élgrifja az az L(G) graf, aminek a cstucsai G éleinek felelnek
meg, és L(G) két csicsa pontosan akkor van éllel Gsszekotve, ha G megfelels élei
szomszédosak.

Def: A G graf k-élszinezhetd, ha G élei k szinnel szinezhet&ek ugy, hogy szom-
szédos élek kiilonbozs szint kapnak. A G graf x/(G) élkromatikus szima k, ha G
k-élszinezhetd, de G nem (k — 1)-élszinezhetd.

Megjegyzés: G pontosan akkor k-élszinezhets, ha L(G) k-szinezhetd, tovabba c d
, a
(@) = X(L(G)). ;
Allitas: Tetsz6leges G grafra w(L(G)) > A(G), tovabba, ha A(G) > 3, akkor
w(L(@)) = A(G). e L(G)
Biz: Az egy csticsbol indulo éleknek megfelels pontok klikket alkotnak L(G)-ben. Masfeldl L(G)
minden klikkje vagy G egy cstucsbol induld néhény élének, vagy G egy haromszogének felel meg. |

Allitas: Tetsz6leges G grafra x'(G) > A(G) all.

Biz: Az egy cstcsbol induld élek egyméstol kiillonb6zs szint kapnak, és ez specidlisan a maximalis
fokszamu csticsbol indulé élekre is igaz. Ugyanez formalisan: x'(G) = x(L(G)) > w(L(G)) > A(G). O

Kénig tétel: Ha G = (A, B; E) paros graf, akkor x'(G) = A(G).

Biz: Az el6z6 allitas miatt elegendd azt igazolni, hogy x'(G) < A(G), azaz csupéan egy A(G)-élszinezést kell mutatni.
Létezik olyan H paros graf, melynek G részgrafja, és G’ minden csicsanak fokszama A(G). (Ilyen H-t példaul tugy
kaphatunk, hogy G mellé felvessziik még G-nek egy G’ = (A’, B’; E') méasolatat, H szinosztalyai AU B’ és BU A’ lesznek,
és minden v csticsot Gsszekdtiink A(G) — d(v) parhuzamos éllel a v’ masolatéaval.) Ha sikeriil a A(G)-regularis H graf éleit
A(G) szinnel kiszinezni, akkor egyuttal a G részgraf éleinek is megkapjuk egy ugyanennyi szinnel valod szinezését.

A H graf élszinezéséhez pedig elegendd azt megmutatni, hogy tetszéleges reguldris paros grafban van teljes parositas.
Ugyanis akkor H egy teljes parositasat kiszinezve az elsg szinnel, a szinezetlen élek egy (A(G) — 1)-regularis paros grafot
alkotnak, abban is taldlunk teljes parositast, ez a masodik szint kapja, sit.

Miért létezik tehat egy r-regularis paros grafnak teljes parositasa? A Hall feltétel teljesiilését kell csupan ellendrizni. Ha
az egyik szinosztalybol kivalasztunk egy k pontt X halmazt, akkor az X-beli csticsokboél Gsszesen kr él indul ki. Mindezen
élekbdl a masik szinosztaly barmely cstcsa legfeljebb r-t fogadhat be, tehat a kr darab él megérkezéséhez legalabb k pontra
van sziikség: |[N(X)| > | X|. A Hall feltétel az r-regularis graf barmelyik szinosztalyara teljesiil, tehat csakugyan létezik
teljes parositas, és pontosan ezt kellett bizonyitanunk. O

Mig a x > w becslés altalaban nem tal jo (mutatjak ezt a Mycielski grafok), addig a fenti becslés
kozel jar az igazsaghoz.
Vizing tétele: Ha G véges, egyszerd graf, akkor x'(G) < A(G) +1 . O

9Ha csak a 6-szintételt szeretnénk igazolni, akkor ez sem okozna problémét, és a bizonyitast itt be is fejezhetnénk.
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6. Perfekt grafok

Az idei el6adason joval kevesebbet mondtunk el perfekt grafokrol, mint amennyit egyébként szoktunk. Az elhagyott
anyagot az apro betls részek tartalmazzik, ezeket (idén) nem kell tudni a vizsgéan.

Def: A G véges graf perfekt, ha G minden feszitett G’ részgrafjara x(G') = w(G’) teljestil.

Megjegyzés: A fenti definiciot az motivalja, hogy azoknak a grafoknak a szerkezetére vagyunk
kivancsiak, amelyekre a kromatikus szamra vonatkozo, x(G) > w(G) also becslés egyenlGséggel teljesiil.
Ebben a formaban a kérdés nem szerencsés, mert tetszéleges (véges) G grathoz egy x(G) méreti klikk-
komponenst hozzavéve x(G) = w(G) fog teljesiilni. Ezért kivanjuk meg az egyenl@séget minden feszitett
részgrafra.

Példa: Ha G nemiires, paros graf, akkor x(G) = 2 = w(G) (iires paros grafra x(G) = w(G) = 1).
Mivel paros graf feszitett részgrafja is paros graf, ezért minden paros graf perfekt.
Minden 1t péaros graf, ezért minden ut perfekt.
X(K,) =n = w(K,), tovibba minden klikk feszitett részgrafja klikk, ezért minden klikk perfekt.
Ha n > 2, akkor x(C2nt1) = 3 # 2 = w(Cany1), tehat a péaratlan kor (a C3 = K3 kivételével) nem
perfekt graf. (Viszont minden feszitett részgrafja perfekt, tehat a legalabb 5 hossza ptn kor egy minimdlis
imperfekt graf.)

Az alabbi tételek tovabbi grafosztalyok perfektségét igazoljak:

Tétel: Ha G komplementere paros graf, akkor G perfekt.

Biz: Ha G péaros graf komplementere, akkor G minden feszitett részgrafja is paros graf komplemen-
tere, ezért elegendd azt bizonyitani, hogy x(G) = w(G) ha G komplementere péaros. Kénig és Gallai

tételei alapjan (paros grafban nincs hurokél) w(G) = a(G) = n — T(g) = n — v(G). Az egyenldség
igazoldsahoz elegendd a x(G) < w(G) bizonyitasa, azaz G egy n — v(G) szinnel torténd szinezésének
megadésa. Ilyet pedig ugy kapunk, hogy rogzitjiikk G-nek egy v(G) élbdl all6, M maximalis parositéasat,

és minden cstcsot kiilénb6z6 szinnel szineziink, kivéve, hogy M minden élének végpontjai azonos szint

kapnak. Ezéltal a felhasznalt szinekben az n-hez képest v(G) megtakaritast ériink el. O

Tétel: Paros graf élgrafja perfekt.

Biz: Ha G péaros graf, akkor L(G) élgrafjanak tetszoleges feszitett részgrafja azonos G egy alkalmas
részgrafjanak élgrafjaval, azaz szintén egy paros graf élgrafja. Elegendd tehat azt bizonyitani, hogy
X(L(G)) = w(L(G)) tetszdleges G péros gréfra.

Mivel G hdromszog-mentes, ezért L(G) minden klikkje G egy csticsbdl indulé éleinek felel meg, igy
w(L(G)) = A(GQ). Kénig paros grafok élszinezésérdl szolo tételének felhasznalasaval w(L(G)) = A(GQ) =
X' (G) = x(L(G)) kovetkezik. O

Tétel: Paros graf élgrafjanak komplementere perfekt.

Biz: Ha G péros graf, akkor L(G) feszitett részgrafja nem mas, mint L(G’), ahol G’ a G alkalmas
részgrafja. Mivel G’ péros, ezért elegendd azt igazolni, hogy x((L(G))) < w(L(Q)) tetszdleges G paros
grafra (a masik irdnyu egyenl6tlenség trivialis).

A Kénig tétel alapjan w(L(G)) = a(L(G)) = v(G) = 7(G), ezért elegendd 7(G) szinnel kiszinezni

L(G)-t. Legyen U C V(@) egy 7(G) pontbol allo lefogd ponthalmaz, és valasszunk G minden egyes
e éléhez e-nek egy U-beli végpontjat. Ha minden élt a kivalasztott végpontnak megfelelen szineziink,
akkor 7(G) szint hasznéalunk, és az azonos szind élek paronként szomszédosak, azaz a nekik megfelels
pontok L(G)-ben fiiggetlenek. Tehat ez csakugyan egy 7(G) szinnel torténd szinezése L(G)-nek. O

Tovabbi példat is adunk perfekt grafra, de ehhez értelmezziik a rendezést.

Def: Ha D iranyitott graf, akkor u fiv jeloli azt, hogy u-bol vezet v-be D-ben iranyitott tt.

A D iranyitott graf aciklikus, ha nem tartalmaz iranyitott kort.

A D iranyitott graf v cstcsa forrds (nyeld), ha v-be nem fut be (v-bdl nem indul ki) G-nek éle.

Allitas: Ha a D véges, iranyitott graf aciklikus, akkor létezik forrasa és nyelGje is.

Biz: Tetszb6leges pontbol kiindul6 sétat az aciklikus tulajdonsag miatt sosem érinthet korabban érintett pontot, ezért
a séta el6bb-utobb elakad egy nyelében. A megforditott éleken halad6 séta hasonlé okok miatt forrasba jut. d

A < relaciot az X halmazon részbenrendezésnek nevezziik, ha létezik az X ponthalmazon egy aciklikus D iranyitott
graf, melyre (z <y) < (z iy) . (Az z-t akkor tekintjiik kisebbnek y-nal, ha xz-bdl iranyitott tton y-ba juthatunk.)late
A < részbenrendezés szerint x és y 0sszehasonlithato, ha x < y vagy y = z.

Megjegyzés: A részbenrendezés szokasos definicivja harom tulajdonsagot kivan meg:
(1) reflexivitds: z < x Vr € X, (2) antiszimmetria: ha x < y és y < z, akkor z = y, valamint
(3) tranzitivitds: ha © <y és y < z, akkor z < z.
Konnyt ellenérizni, hogy aciklikus D iranyitott graf esetén a <:= _Z relacid kielégiti a fenti 3 feltételt. Masrészt az is
kozvetleniil adodik, hogy ha =< a fenti 3 tulajdonsagot teljesit6 relacio, akkor az X halmazon bevezetve minden xy élt,
melyre y # z < y, egy olyan aciklikus D iranyitott grafot kapunk, melyre <= i. Tehat a részbenrendezés hagyoményos
definicioja egyenértékii a fenti, iranyitott grafossal.

Példa:
1. A valos szamok a < rendezéssel. (Barmely 2 szam sszehasonlithato, tehat ez egy teljes renezés.)
2. Az X halmaz részhalmazain értelmezett C relacio. (Vannak nem osszehasonlithato elemek.)
3. Az N halmazon az oszthatosag. (Vannak nem 8sszehasonlithato elemek.)
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4. Intervallumrendezés: Iy, Iz, ... valds intervallumok. I; < I, ha I; = I;, vagy x; < x; minden z; € I;, x; € I; esetén.
(Az I; intervallum teljes egészében jobbra van I;-t6l.)

Def: Legyen < az X halmaz részbenrendezése. A G< dsszehasonlitdsi graf
cstcshalmaza X, élei pedig azon wv-k, melyekre u # v, tovabba u és v Gssze-
hasonlithaté: z <y vagy y < z.

Példa: Legyenek az I, I, ... valés intervallumok a G graf csi-
csai, és fusson az I; és I; csucsok kozott él, ha I; N 1; # 0. (Az ilyen
tipusu gréafok neve intervallumgrdf.)

Megjegyzés: A G intervallumgraf komplementere az intervallumrendezés-
nek megfelel§ 6sszehasonlitasi graf.

Tétel: Ha < a véges X halmaz részbenrendezése, akkor a G< Osszehasonlitasi graf perfekt.

Biz: El6szor megfigyeljiik, hogy G < minden feszitett részgrafja is 6sszehasonlitasi graf. Valoban: a G< ponthalmazénak
egy U részhalmaza altal feszitett graf nem mas, mint az U-ra megszoritott < [y részbenrendezés G'<|,, Osszehasonlitési
grafja. (Az vilagos, hogy a < |y megszoritas is részbenrendezés.)

A tétel igazolasahoz tehat annyit kell megmutatni, hogy ha G~ Gsszehasonlitasi graf, akkor w(G<) > x(G<). (Itt
felhasznaltuk a korabban altaldban bizonyitott w(G<) < x(G<) egyenlGtlenséget.) Legyen D olyan aciklikus iranyitott

graf, melyre <= i. Legyen Vi a D graf forrasainak halmaza és Dy := D — Vi, legyen Vo a D; forrasainak halmaza,
és Do := Dy — Vs, stb. Tegyiik fel, hogy V(G) = Vi UVaU...UVj. Nyilvan a Vi, Va, ...V}, ponthalmazok egyikén beliil
sem fut G<-nek éle, tehat G~ k-szinezhetd, azaz x(G<) < k. A konstrukcié miatt minden u; € V;-hez van u;—1 € V;_1,
melyre u;_ju; € E(D). Létezik tehat D-ben egy wivs...v iranyitott ut Vi-bsl Vi-ba. A v1,va,...v), pontok G<-ben
klikket alkotnak, tehat w(G<) > k > x(G<). T

Gyenge perfekt graf tétel: Ha G perfekt, akkor (és csak akkor) G is perfekt.

Ko6v.: Minden intervallumgraf perfekt.

Biz: Az intervallumgraf komplementere az intervallumrendezés 6sszehasonlitasi grafja, tehat perfekt. A gyenge perfekt
graf tétel miatt az intervallumgraf is perfekt. O

A gyenge perfekt graf tételt el6sz6r Lovéasz bizonyitotta be, az alabbi allitas igazolasaval.

Lovasz tétele: A G graf perfekt <= G minden G’ feszitett részgrafjara a(G’) - w(G') > |V(G")|.

A sziikségesség bizonyitasa: Mivel G egy x(G)-szinezésének Vi, Va, ... szinosztalyai diszjunkt fiiggetlen halmazok,
ezért |[V(GQ)| = [Vi| + Vel + ... < a(G) - x(G). Ha G’ a G perfekt graf feszitett részgrafja, akkor x(G’) = w(G’) miatt
V(G| € alG) - X(G') = alG') -w(G). O

Gasparian bizonyitasa Lovasz tételére: Az elégségességet igazoljuk. A sziikségességet lattuk, igy elegendd azt
megmutatni, hogy ha G minimalis imperfekt (azaz G nem perfekt, de minden valodi feszitett részgrafja az), akkor a(G) -
w(@) < |V(G)|. Legyen a := a(G), w := w(G). Figyeljiik meg, hogy ha A C V(G) fliggetlen, akkor w +1 < x(G) <
X(G-—A)+1=w(G@—-A)+1<w+1, tehit w = w(G — A) = x(G — A). Létezik tehat G minden a méretli A fiiggetlen
halmazahoz egy w méretii, A-t6l diszjunkt K(A) klikk G-ben.

Legyen Ag = {a1,a2,...,aa} a G egy a méreti fiiggetlen halmaza. G — a; perfekt, és x(G — a;) = w(G — a;) = w,
tehat legyenek az A},A?, ... AY fiiggetlen halmazok a G — a; graf egy w-szinezésének szinosztalyai. Vegyiik észre, hogy az
w méret K(AZ) klikk a w—1 db Af (k # j) szinosztaly mindegyikét legfeljebb 1 pontban metszi, ezért |K(Az) ﬂAﬂ =1
és a; € K(Al). Mivel a K(AJ) klikk az Ao fiiggetlent sem metszheti 2 pontban, ezért I # i-re ay ¢ K(A]), vagyis
K(A?) C G —a;. Az w méretli K(A]) klikk a G — a; graf w-szinezésének Al, A2 ... AY szinosztalyait tehat 1 — 1 pontban
metszi. Az is vilagos, hogy az w méretii K(Ao) klikk diszjunkt a;-t6l, azaz a G — a; graf w-szinezésének A}, A% .. AY
szinosztalyait 1 — 1 pontban metszi.

Legyen A az a matrix, melynek o - w + 1 sora az

Ao, AL AL, LAY A AT LAY

(o3

fliggetlen halmaznak megfeleld incidenciavektorok, a K matrix o - w + 1 sora pedig legyen rendre a

klikkek incidenciavektora. Mindkét matrix tehat (a-w+1) x |V(G)| méretii, igy az (a-w+1) X (a-w+1) méretti M = A-KT
szorzatmatrix rangja is legfeljebb |V (G)|. Marpedig M minden eleme a megfelels fiiggetlen halmaz és klikk k6z6s elemeinek
szaméat tartalmazza, azaz M f6atlojaban 0-k, minden f6atlotol kiilonbozd helyén pedig 1-esek allnak. Kénnyen lathato,
hogy M rangja a-w + 1, azaz a - w < |[V(G)]. O

Az intervallumgréfok perfektségét kozvetleniil (a gyenge perfekt graf tétel nélkiil) is bebizonyitjuk.
Ehhez a kovetkezs segédtételre lesz sziikség.

Lemma: Tegyiik fel, hogy a G graf olyan, hogy minden feszitett részgrafjanak van szimplicidlis
csiucsa, azaz olyan v pontja, melynek szomszédai klikket alkotnak G-ben. Ekkor G perfekt.

Biz: A G graf n pontszama szerinti indukciéval bizonyitunk. Ha n = 1, akkor G perfekt, az allitas
igaz. Tegyiik fel, hogy a legfeljebb n pontt grafokra igaz a lemma, és legyen az allitasban leirt tulajdon-
sdgu G grafnak n+1 csiicsa. A G graf minden valodi feszitett részgrafja legfeljebb n csticesal rendelkezik,
ezért igaz rajuk az indukcios allitasa. Vagyis csupan annyit kell bizonyitanunk, hogy x(G) = w(G) &ll

Legyen v a G szimplicialis cstcsa és legyen G' = G — v az e pont torlésével keletkezs, n csucsi
graf! Mivel v torlése legfeljebb eggyel csokkenti a klikkszémot, ezért w(G) > w(G’) > w(G) — 1. Ha
tehat w(G) > w(G’), akkor w(G) = w(G') + 1 = x(G') + 1 > x(G), ahol a masodik egyenlGség azért
igaz, mert a G’ grafra teljesiil az indukcios &llitas, az egyenl6tlenség pedig abboél kovetkezik, hogy ha
G'-t kiszinezziik x(G’) szinnel, és v-nek egy ujabb szint adunk, akkor G egy jo szinezését kapjuk. Ezt
Gsszevetve a minden grafra teljesiils, korabban bizonyitott x(G) > w(G) egyenlétlenséggel, x(G) = w(G)
adodik.
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Az w(G) = w(G') esetet kell még ellendrizniink. Mivel v a szomszédaival egyiitt is klikket alkot,
ezért v-nek legfeljebb w(G) — 1 szomszédja lehet. Innen w(G) = w(G’) > x(G) > w(G) adodik, ahol
az utolso egyenlGtlenség a szokasos trividlis becslés. Az utolso el6tti egyenlGtlenség magyarazata, hogy
G’ az indukcios allitas szerint kiszinezhetd w(G’) szinnel, de v-nek w(G’)-nél kevesebb szomszédja van,
tehat v szdmara is marad felhasznalhaté szin. Ez G-nek egy w(G’) szinnel torténd szinezését adja, ennél

G kromatikus szama nem lehet nagyobb. O
Be lehet bizonyitani, hogy az t.n. merevkirid grafok (melyekben 3-nal hosszabb kérék nem fordulhatnak el feszitett
részgrafként) rendelkeznek szimplicialis csicesal. Innen azonnal adédik, hogy a merevkord grafok perfektek.

Az intervallumgrafok perfektségének bizonyitasa: A fenti lemma miatt csupan azt kell iga-
zolni, hogy az intervallumgraf tetszdleges feszitett részgrafjanak van szimplicialis cstiicsa. Mivel az inter-
vallumgraf minden feszitett részgrafja intervallumgraf, ezért elegendd csupén annyit megmutatni, hogy
tetszéleges intervallumgrafnak létezik szimplicidlis cstcsa. Legyen G tehat egy intervallumgraf, és le-
gyenek I, I5, ... a G-t meghatarozo intervallumok. Feltehetjiik, hogy az I intervallum jobbvégpontja a
legkisebb az adott intervallumok jobbvégpontjai kozott. Allitjuk, hogy a G graf I1-nek megfelels csucsa
szimplicialis. Ehhez mind6ssze azt kell igazolni, hogy az I;-t metsz6 intervallumok egymast is paronként
metszik. Mivel minden I; intervallum jobbvégpontja jobbra van I; jobbvégpontjatol, ezért minden I;-t

metsz6 intervallum tartalmazza I; jobbvégpontjat, és éppen ezt akartuk bizonyitani. O

Megjegyzés: A fenti bizonyitas modszere alkalmas a tétel altalanositasara, és intervallumgrafok helyett részfagrafokrol
megmutatni, hogy perfektek. Egy G graf részfagrdf, ha cstucsai egy F' fa részfainak felelnek meg tgy, hogy két csics
kozott pontosan akkor fut él, ha a megfelel6 két részfanak létezik kozos csucsa. Ha F egy ut, akkor az F-hez tartozo
részfagraf intervallumgraf, és minden intervallumgraf részfagrafja egy alkalmas atnak. Ha tekintjiik F' egy v cstuicsat, akkor
vagy minden részfa tartalmazza v-t, és akkor G egy klikk, ami perfekt, vagy létezik egy olyan T részfa, aminek a v-hez
legkozelebbi u csticsa v-t6] a lehetd legtavolabb van. Kénnyen lathaté, hogy minden T-t metsz6 részfa tartalmazza wu-t,
vagyis a G graf T-nek megfelel§ csiicsa szimplicialis.

Perfekt graf tétel: (Chudnovsky, Robertson, Seymour és Thomas) Egy G véges graf pontosan

akkor perfekt, ha sem GG, sem G nem feszit legalabb 5 hosszu, péaratlan kort. O

Torténelem A perfekt graf tételt Claude Berge mar 1960-ban sejtette. Széles korben ismertté valasat kovetGen népes
matematikushadsereg probalta bebizonyitani, de csak részeredményeket sikeriilt igazolni. A sejtés fokozatosan a grafelmélet
egyik centralis jelentGségli megoldatlan problémajava valt: szamos fontos kérésrél deriilt ki, hogy szorosan kapcsolodik a
problémahoz. A 2002-ben megtalélt bizonyitas, mely jelentds részben az akkor 25 éves Maria Chudnovsky nevéhez ftizédik,
komoly attorés a grafelméletben. Maria id6kdzben t6bb nehéz problémét oldott, ezzel is bebizonyitva, hogy részérél nem
véletlen szerencse volt a sejtés igazolasa.

7. A Turan-tételkor

Az extremalis grafelmélet olyasfajta kérdéseket vizsgal, hogy mekkora lehet egy adott grafparaméter, ha
a grafra kiilonb6z6 megkotéseket tesziink. A szamos ilyen kérdés koziil egy lehetséges annak vizsgélata,
hogy hogyan alakul egy graf élszama, ha bizonyos részgrafokat kizarunk. Az egyik legegyszeriibb eset,
ha a nagy klikkek a kizart részgrafok.

Mantel tétele: Ha az n-pontt, egyszert G graf haromszégmentes (azaz w(G) < 2), akkor |E(G)| <
£ JB1L2 WLegyen v a G-nek egy A(G)-foku pontja. Mivel G nem tartalaz Ks-t, az N (v) egy A(G) méretii
fiiggetlen ponthalmaz, ahonnan «(G) > A(G). Gallai tételét alkalmazva

[E(G)| < 7(G)AG) < 7(G)alG) = (@) n—7(@) < | 5] - 5]
adodik. O

A tételbeli korlat elérhetd, ha pl. a graf egy olyan teljes paros graf, melynek osztalyaiba a lehetd
legegyenletesebben osztottuk el a pontokat, azaz tgy, hogy a két szinosztaly mérete legfeljebb eggyel
kiilonbo6zzon. Igaz az is, hogy ez az egyetlen extrém graf, de ezt adltalanosabban is be tudjuk bizonyitani.

Def: A G gréfot teljes m-osztdlyu grifnak nevezziik, ha G egyszert, és G komplementere m db disz-
junkt klikkbal all. Ugy is mondhatjuk, hogy G pontjai m osztalyba sorolhat6éak gy, hogy uv pontosan
akkor éle G-nek, ha u és v kiilénb6z6 osztélyba esnek.

Def: Az n-ponti, m-osztalyi Turdin-graf olyan n-ponti, m-osztalyu teljes graf, mely komplemente-
rében a klikkek mérete legfeljebb eggyel tér el egymastol. (Azaz, ha n = gm + r, ahol 0 < r < m, akkor
a grafnak r db ¢ + 1 méretd és m — r db ¢ méretd osztalya van.) A fenti Turdn-grafot 1), ,, jeloli.

Turan tétele: Ha az egyszertd G graf nem tartalmaz K, 11-gyel izomorf részgrafot (azaz w(G) < m),
akkor |E(G)| < |E(Tym)|, és egyenldség pontosan akkor all, ha G 2 T, ,,.

Biz: Kényelmes attérni a komplementerre, azaz azt igazolni, hogy ha a H := G egyszeri grafban
nincs m + 1 ftn pont (vagyis a(H) < m), akkor |E(H)| > |E(Ts,m)|, és egyenlGség pontosan akkor all,

Y

ha a H graf m diszjunkt klikkbdl all, melyek mérete legfeljebb eggyel tér el egyméstol.
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Legyen H tehét olyan n-pontu graf, melyre a(H) < m, és |E(H)|
ezen beliil minimalis. Vegyiik észre, hogy a kovetkezd operacié nem néveli u U ©
a(H)-t. Ha u és v szomszédos pontok, akkor tordljiik az u-bol induld
éleket, és u-t Osszekotjiik v szomszédaival és v-vel. Ha ugyanis az operécio
utan létrejon egy F ftn ponthalmaz, akkor F' u és v koziil legfeljebb egyet
tartalmaz. Ha tehat F' nem volt ftn korabban, akkor v € F, de ekkor
F\ {u} U {v} korabban szintén ftn volt. Ha u fokszdma nagyobb volt v ¥~ 5 VTS
fokszamanal, akkor a fenti operacio H élszamat csOkkentette.

Mivel H-nak minimalis szdmu éle volt, ezért ha u és v szomszédos H-ban, akkor egyikiik fokszama
sem csOkkenhet az operacié soran, tehat u és v fokszdma megegyezik. Eszerint H minden komponense
reguléris graf. Tegyiik fel, hogy valamelyik komponens nem klikk. Ekkor talalunk olyan u, v, w pontokat,
melyekre uwv, vw € E(G) F uw. Ha elvégezziik a fenti operéaciot u és v pontokra, akkor u fokszdma nem
valtozik, de w fokszdma novekszik az uw él behuzéasa miatt. Ezéaltal a komponens nem marad regularis
egy minimalis élszdmu ellenpéldaban, ami ellentmondés.

Azt kaptuk, hogy H minden komponense klikk. a(H) < m miatt vilagos, hogy H-nak legfeljebb m
komponense van. Ha H komponenseinek szama m-nél kisebb, akkor egy komponenst két komponensre
vagva az élszam tovabb csokkenthets ugy, hogy «(H) < m igaz marad, tehat H pontosan m klikk-
komponensbdl all. Ha van két olyan klikk-komponens, melyek mérete legaldbb 2-vel kiilonbézik, akkor
a nagyobb komponensbdl egy pontot a kisebbe atrakva H élszama csokken, o(H) nem valtozik. Ez is

ellentmondas, vagyis H csakugyan 7}, ,,, komplementere, és éppen ezt akartuk bizonyitani. O

A Turéan tétel alapjan, ha egy grafban nincs nagy klikk, és a grafnak a lehetd legtobb éle van, akkor a grafban nagy
fliggetlen halmazok talalhatoak. Felmeriil a kérdés, vajon ez mindig igy van-e, azaz lehetséges-e, hogy egy grafban a klikkek
és a ftn halmazok is kicsik. Pontositjuk a kérdést: Igaz-e, hogy tetszéleges k és I pozitiv egészekhez létezik egy f(k,l) egész
azzal a tulajdonsaggal, hogy ha egy G grafnak legalabb f(k,l) pontja van, akkor vagy a(G) > k vagy w(G) > [ (vagy
mindkét egyenlStlenség) teljesiil. Ramsey megmutatta, hogy létezik ilyen f(k,l) mennyiség. A tételt és bizonyitasat az
extremalis grafelméletet egy méasik vonulatanak felvillantasa okan kozoljiik.

Ramsey tétele: Ha |V(G)| > 2F+! akkor o(G) > k, vagy w(G) > 1.

Biz: k+ 1 szerinti indukciéval bizonyitunk, k+ 1 = 1 esetén az allitas trivialis: egy legalabb kétpontu grafban vagy van
két Osszekotott, vagy van két Osszekotetlen pont. Tegyiik fel, hogy (k + [ — 1)-re mar igazoltuk a tételt.

Legyen |V(GQ)| = 28+, és legyen v a G egy pontja. Az indukcios feltevés szerint, ha d(v) > 211, akkor a v szomszédai
feszitette részgraf vagy tartalmaz k mérett fliggetlent, vagy [ — 1 méretd klikket, mely utdbbi v-vel egyiitt G egy | méreti
klikkjét alkotja.

BEgyébkent d(v) < 2F+T!=1 — 1, vagyis v legalabb 2F+!=1 ponttal nincs Gsszekstve G-ben. Az indukcios feltevés miatt
ezek a pontok vagy feszitenek egy k —1 méretd ftn halmazt (mely v-vel egyiitt G egy k méreti fiiggetlen halmazat alkotja),
vagy talalhat6 a nemszomszédok kozott [ pont, mely klikket feszit. A tétel allitdsa ebben az esetben is teljesiil. O

A Ramsey tétel egy kovetkezménye, hogy min(a(G), w(G)) > w teljesiil tetszGleges, véges G grafra.

8. Oszthatbésag, primek

Def: Az a,b egész szamokrol azt mondjuk, hogy a osztja b-t, vagy masképpen, hogy b az a tobbszirdse,
(jelolése a | b), ha b = aq valamely g egész szamra. Az n szam osztoinak halmazat D(n) jeloli. Vilagos,
hogy n # 0 esetén +1,+n € D(n). A D(n) \ {£1, £n} halmaz elemeit n valddi osztdinak nevezziik.

Megfigyelés: (1) Ha a | b akkor tetszsleges ¢ € Z-re a | be ill. ac | be.

(2) Barmely a | b esetén (a | ¢) <= (a | b+ c).
(3) Tetszoleges a egészre D(a) = D(|al). O

Def: A p > 1 egész szam felbonthatatlan, ha p =a-b (a,b € N) = a = p vagy b = p.

Az n > 1 egész szam dsszetett, ha nem felbonthatatlan, azaz van valodi osztoja. (Méas szoval, elgall két,
nem feltétlentl kiilonbozs valodi osztdjanak szorzataként.)

A p > 1 egész szam prim, ha p | ab (a,b € N) = p | a vagy p | b. (Més szoval, azok a szamok primek,
melyek egészek egy szorzatat pontosan akkor osztjék, ha valamelyik tényezét osztjak.)

Allitas: Ha p prim, akkor p felbonthatatlan.

Biz: Ha p = ab, akkor p | ab, ezért p primvolta miatt p | a vagy p | b. Tudjuk még, hogy p > a és
p>b.Haa<p|a, akkor a = p, egyébként b < p | b, igy b = p. Tehat p valoban felbonthatatlan. O

A kovetkezd cél annak igazolasa, hogy minden felbonthatatlan szdm prim. Ennek érdekében van
sziikség a legnagyobb kozds osztd fogalmara.

Def: Az aq,a2,...,ar € N szamok kézos osztdinak halmaza, D(aq,as,...,ar) := D(a1) N D(az) N
...N D(ax). Ha a; # 0 valamelyik i-re, akkor a D(a;) halmaz feliilr6l korlatos, igy az (a1, as,...,a) :=
max D(ay,as,...,a;) definicié értelmes, és az ay, as, ..., ar szamok legnagyobb kozos osztdjdt definialja.
Az a,b szamokat relativ primeknek mondjuk, ha (a,b) = 1.

Megfigyelés: (1) Tetszoleges a # 0 egészre D(a,0) = D(a) és (a,0) = |al, hisz D(0) = Z.

(2) Tetszoleges q egész szam esetén D(a,b) = D(a,b+ aq). Specialisan (a,b) = (a,b+ aq) O
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A fenti megfigyelés (2) része egyben eljarast is ad arra nézve, hogyan lehet a és b (nemnegativ) egész
szamok legnagyobb kozos osztojat meghatarozni. Ha a < b, akkor (a,b) meghatéarozasa helyett elegendd
(a,b) = (a,b—a) meghatarozasa, és iteralhatjuk ezt a lépést, azaz azt, hogy a két szam koziil a nagyobbol
kivonjuk a kisebbet. Ha a kivonéas utdn a és b nagysagrendje nem valtozik, akkor ismét a-t vonjuk ki
b — a = b'-bdl, ha a nagysagrend megfordul, akkor b’-t vonjuk ki a-bdl, s.i.t. Persze okosabb, ha a-t
mindjart annyiszor vonjuk ki, ahanyszor csak lehet, azaz |2 |-szer. Mas széval, felirjuk b-t b=q-a+r
alakban, ahol ¢ egész, és 0 < r < a, majd (a,b) = (a,r) lépést végziink. Ez a lépés az alapja az alabbi
modszernek.

Euklideszi algoritmus: Legyen a,b € N, b > a. Definidljuk az ayp := a,a1,az2,... ill. by =
b, b1, be, ... szdmokat ugy, hogy b; = ¢q; - a; + a;4+1, ill. biy1 = a; legyen, ahol ¢;-t agy valaszjuk, hogy
0 < ajy1 < a; teljesiiljon. Az eljaras akkor ér véget, ha ar4q1 = 0.

A fentiek szerint (a,b) = (ag,bo) = (a1,b1) = ... = (ag+1,bk+1) = (0,b5+1) = bp+1 = aj adodik a
legnagyobb kozis osztéra. Az eljaras azért ér véget, mert az (a;) sorozat nemnegativ egészekbdl all és
csOkken, tehat az Euklideszi algoritmus lépésszaméra |ag| fels6 becslés.

Megjegyzés: Az Euklideszi algoritmus valojaban ennél sokkal hatékonyabb: belathato, hogy a;yo < %, ezért a

2 b
lépésszam lényegében log, (ao), vagyis ap binaris jegyeinek szamaval aranyos. S6t: ha az Euklideszi algoritmusban a;-t agy

vélasztjuk, hogy — |5 | < asy1 < [§] teljesiiljon (amit szintén megtehetiink), akkor a4 1| < |%] is teljesiilni fog, amitél
az algoritmus elméleti hatékonysaga tovabb novekszik.

Kov.: Legyenek a, b tetsz6leges pozitiv egészek.

(1) Léteznek m és n egészek agy, hogy (a,b) = na+ mb teljesiiljon, azaz a a és b legnagyobb kizds osztoja felirhatd a és b
a.n. egész kombindcidjaként.

(2) Ha d € D(a,b), akkor d | (a,b). Azaz D(a,b) = D((a,b)), mas szoval, a kz0s osztok halmaza azonos
a legnagyob ko6z6s 0szt6 oszdinak halmazaval.

Biz: (1) Szamitsuk ki az (a, b) legnagyobb kozos osztot az Euklideszi algoritmussal! Vilagos, hogy ap =1-a+0-b és
bo = 0-a+1-0b felirhat6 egész kombindcidként. Konnyen lathatod, hogy ha a; felirhatd az a és b egész kombinaciojaként
(azaz a; = bi+1 = nyap +m;bg alakban, ahol n;, m; € Z), akkor a;41 is felirhat6 bizonyos n; 1 és m;y1 egész egyiitthatok
meghatéarozta egész kombinacioként. Teljes indukcidval tehat ap, = (a,b) is eldall a és b egész kombinéaciojaként.

(2) A tétel imént igazolt (1) része miatt (a,b) = na + mb alkalmas n,m egészekre. Ha tehat d | a és d | b, akkor
d | na+ mb = (a,b) is teljesiil. ]

Tétel: Minden felbonthatatlan szam prim.

Biz: Legyen p felbonthatatlan, és tegyiik fel, hogy p | ab. Azt szeretnénk igazolni, hogy p | a vagy p | b. Tekintsiik
a d := (p,a) legnagyobb kozds osztot. Mivel d | p, és p-nek nincs valodi osztoja, ezért d = 1 vagy d = p lehet. Utobbi
esetben p | a, kész vagyunk. Egyébként d = 1. Ha most indirekt feltessziik, hogy p t b, akkor (p,b) = 1 teljesiil. Ezért az
Euklideszi algoritmus utani kévetkezmény miatt az 1 elGall kétféle egész kombinacioként: ka + Ilp = 1 = mb + np. Innen
1=1-1= (ka+1Ip)-(mb+mnp) =X -ab+Y -p, ahol X,Y egészek. Marpedig p | ab miatt p | X -ab+Y -p = 1,
ellentmondés. O

Végre ki tudunk mondani valami fontosat.

A szamelmélet alaptétele: Minden 1 < n € N szam (a tényezGk sorrendjétdl eltekintve) egyértel-
miien bonthaté fel primszamok szorzatara.

Biz: n szerinti indukcioval bizonyitunk. A tétel n = 2-re vilagos. Tegyiik fel, hogy minden, k-nal
kisebb szdmra mar bizonyitottunk, és legyen n = k. Ha n prim, akkor kész vagyunk, hisz egytényezGs
szorzatunk van, ami egyértelmi felbontés, hisz egyetlen prim sem &ll el két egynél nagyobb szdm
szorzataként.

Kiilonben n-nek van egy p primosztoja, hisz (Osszetett szam lévén) van valodi osztdja, és a legki-
sebb valodi osztoja sziikségképpen prim. Az n = pn’ felbontéasbeli n’ szam az indukcios feltevés miatt
egyértelmtien bomlik primek szorzatara: n’ = Hle pi". Innen megkaptunk egy n = p]_[f:l pi* primek
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szorzataként torténd elGallitast. Tegyiik fel, hogy n = H§:1 q; is egy primek szorzatira bontéas. Mivel
p | n, p primtulajdonsaga miatt p = g, valamely m = 1,2,...,l-re. Am ekkor n/ = Hle P = i @5
igy az n’-re mar igazolt egyértelmtiség miatt n is egyértelmten bomlik primtényez8k szorzatara. 0.
Def: Az n szam kanonikus alakjdn az n primtényezsk szorzataként valo elGallitasat értjik. Az n
pozitiv osztoéinak szaméat d(n), pozitiv osztoinak Ssszegét o(n) jeldli.
Egy n szam kanonikus alakja sok hasznos informaciot ad n-rél, pl. az osztoirdl.

Tétel: Legyen n = Hlep;“ az n szadm kanonikus alakja. Ekkor n pozitiv osztoinak szama d(n) =
a1
Hle(ai + 1), az n pozitiv osztoinak dsszege pedig o(n) = Hle &pi_—11
Biz: Barmely d | n oszté kanonikus alakja olyan, hogy azt tovabbi primekkel megszorozva n kano-
nikus alakjat kapjuk, azaz d = Hlepfi, ahol 0 < ; < «y teljesiil minden i-re. Vilagos, hogy minden
osztéhoz tartozik egy (01, . . ., Ok) kitevGsorozat, és kiilonbozo kitevésorozatok (a primfelbontas egyértel-

miisége miatt) kiilonb6z6 osztokhoz tartoznak. (A d = 1 osztéhoz pl. a csupa-0 sorozat tartozik.) Vagyis
a pozitiv osztok szama azonos a lehetséges (S, . . ., k) sorozatok szamaval, ahonnan d(n) = Hle (a;+1)
adodik, hisz minden ; a tobbi kitevitsl fiiggetleniil «; + 1 érték valamelyikét veszi fel.
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Vilagos, hogy az osztok dsszege o(n) = (1+p1+p3+...+pi) (L +pa+p3+...+052) ... (1 +px +

O‘i+17
Pt +pr) = Hle pip_ﬂ ! hisz minden oszt6 egyértelmien all el, mint az elsé szorzat egy kifejtési

tagja, mig a masodik egyenlGség a mértani sorozatok Gsszegzésével adodik. O

Def: Ha a és b egész szamok, akkor [a, b] jeloli a és b legkisebb kozos tobbszorosét, azaz azt a legkisebb
pozitiv egész n szamot, amire a | n és b | n teljestl.

Megfigyelés: Legyenek a és b pozitiv egészek. Ekkor (a, b) kanonikus alakjat ugy kapjuk, hogy az a
és b kanonikus alakjaban szerepld kozos primeket a szerepld kisebb kitevére emelve 6sszeszorozzuk. Az
[a, b] legkisebb tobbszoros kanonikus alakja tgy all els, hogy az a vagy b kanonikus alajdban szerepld
Gsszes primet a felbontasbeli nagyobb kitevére emelve Gsszeszorzunk. Veégiil ab = (a,b) - [a, b].

Biz: Az els6 két allitas kovetkezik az osztd kanonikus alakjara vonatkozd korabbi megfigyelésiinkbdl,
a harmadik allitas pedig kozvetleniil adodik az elsé kett&bdl. g

Tétel: A primszamok szama végtelen.

Biz: Elegend§ azt megmutatni, hogy minden 2 < n € N-re létezik n-nél nagyobb primszam. Mivel

n!az 1,2,...,n szamok mindegyikével oszthaté, ezért N :=n!+1 az 1,2,...,n szdmok mindegyikéhez
relativ prim, tehdt N nem oszthaté egyetlen n-nél kisebb primmel sem. Vagyis N kanonikus alakjaban
kizarolag n-nél nagyobb primek fordulnak eld. g

Tétel: Szomszédos Gsszetett szamokbdl tetszdlegesen hosszu sorozat 1étezik, azaz barmely n € N-re
létezik olyan N, melyre az N + 1, N + 2,..., N 4+ n szadmok mindegyike Osszetett.

Biz: Legyen N := (n+ 1)! + 1. Ekkor tetszleges 2 < k <n+1lesetén k | (n+ 1) +k=N+(k—1),
tehdt N + 1, N +2,..., N + n egyarant Osszetett. O

Def: Az a,b szamok ikerprimek, ha primek, és kiilonbségiik 2.

Megoldatlan probléma annak elddntése, hogy véges vagy végtelen sok ikerprim van-e.

A primek eloszlasarol szélnak a kovetkezs allitasok.

Csebisev tétel: Tetszbleges n pozitiv egészre létezik p prim, melyre n < p < 2n. O

Erdekesség, hogy a Csebisev tételre Erdss Pal talalta az els6 elemi bizonyitast még kozépiskolas
koraban.

Dirichlet tétel: Ha (a,d) = 1 és d > 0, akkor az a,a + d,a + 2d, ... végtelen szamtani sorban
végtelen sok primszam talalhato.

Primszamtétel:
) 7T(I:c) _1
r—00 ——
Inx
ahol In az e alapu logaritmust, 7(z) pedig az x-nél nem nagyobb primek szamat jeloli. O

A primszamokkal kapcsolatos megoldatlan problémak tarhéza szinte kimerithetetlen. Az egyik érde-
kes probléma a Goldbach sejtés, mely szerint minden 2-nél nagyobb paros szam el6all két prim Gsszege-
ként. A Goldbach sejtésbdl egyébként kozvetleniil kovetkezik a Csebisev tétel, hisz ha n > 1 és 2n + 2

elgall két prim Gsszegeként, mondjuk 2n 4 2 = p+ ¢ alakban, akkor p és q koziil a nagyobbik bizonyosan
n+1 és 2n — 1 kozé esik.

9. Kongruenciak

Def: 1% a,b,m € Z, 0 < m esetén azt mondjuk, hogy a kongruens b modulo m (jeldlése a = b(mod m)
réviden a = b(m)), ham | a — b.

A fenti, m szerinti kongruencia ekvivalenciarelacio, ugyanis (1) reflexiv, azaz a = a(m), Ya € Z,
(2) szimmetrikus, azaz a = b(m) = b = a(m), Ya,b € Z, és (3) tranzitiv, azaz a = b(m),b = ¢(m) =
a = ¢(m), Ya,b,c € Z. Ez azt jelenti, hogy az egész szamok halmazat fel tudjuk bontani a modulo m
kongruencia szerinti ekvivalenciaosztalyokra, melyeket m szerinti maradékosztalyoknak neveziink. Két
szam tehat akkor van azonos maradékosztalyban, ha kiilonbségiik m tobbszordse. Ezen a ponton még
nem viladgos, hdny maradékosztaly is van modulo m. Inkdbb azt jegyezziik meg, hogy az m szerinti
kongruencia kompatibilis a az 6sszeadas, kivonas és szorzdsmiveletekkel:

Ha a = b(m) és ¢ = d(m), akkor a + ¢ = b+ d(m) (hisz m | a — b+ ¢ — d), illetve ac = bd(m) (u.i.
m | a(c—d)+d(a—0b) = ac— ab), és innen latszik az is, hogy a —c=b+ (—1)c=b+ (—1)d = b—d(m).

Y

L0AKi szeretné, hogy a vizsgaztaté alaposan kikérdezze téle a kongruenciakat, hasznalja a kévetkezd definiciot: a = b
(mod m) azt jelenti, hogy a és b m-mel osztva ugyanannyi maradékot ad. Ekkor persze a kévetkezs természetes kérdés, hogy
mit is jelent az osztasi maradék. Nos, ezt lehetséges helyesen definidlni, és az alternativ definicié persze ekkor ekvivalens
lesz az ,igazival”. Azonban az ebben a részben szerepld allitisok nagy részének bizonyitasa sokkal {igyetlenebb, ha ezt
a definiciot hasznaljuk, rdadéasul egyuttal azt is jelezziik a vizsgaztatonak, hogy nagy valoszintiséggel a maradékosztaly
fogalmat sem értjiik pontosan. (Jegyezziik meg azért, hogy sokszor hasznos az alternativ definicié ismerete.)
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A fenti kompatibilitas miatt, egy maradékosztalyok vizsgalatakor elegendd csak a maradékosztéalyok
reprezentansait nézni, hisz modulo m kongruencia szempontjabol (legalabbis az -+, —, - mitveletekre
nézve) a maradékosztaly elemei egyformén viselkednek. Modulo m teljes maradékrendszernek nevezziik
tehéat egész szamok egy H halmazat, ha H minden modulo m maradékosztalybol pontosan egy elemet
tartalmaz, azaz, ha H barmely két, kiilonb6z6 hy, he elemére hy # ha(m), tovabba tetszdleges z € Z
egészhez létezik h € H, melyre z = h(m).

Allitas: Az m szerinti maradékosztalyok szama m. Mas széval, ha H teljes maradékrendszer modulo
m, akkor |H| = m.

Biz: Vegyiik észre, hogy a H = {0,1,...,m — 1} teljes maradékrendszer modulo m, hiszen barmely
két elemének kiilonbsége m-nél kisebb, igy H elemei kiilonb6z6 maradékosztalybeliek. Tovabba barmely
z egész kongruens H valamely elemével, hisz z egyértelmtien irhat6 fel z = mq + r alakban, ahol az r
maradék 0 és m — 1 kozotti. O

Az m szerinti kongruenciarelacié nem kompatibilis az osztés miivelettel, azaz a = b(m)-bdl altalaban
nem‘kévetkezik az & = %(m), hiszen lehet, hogy & egész, % pedig nem az.

Allitas: Ha ad = bd(m), akkor a = b(75)-

Biz: Legyen D = (m,d) ésm =m/D,ill. d = d'D. Ekkor m'D = m | ad—bd = (a—b)d = (a—b)Dd’,
ezért m’ | d'(a — b). Mivel a d’ kanonikus alakjaban szerepl§ primek nem szerepelnek m’ kanonikus
alakjaban, ezért m’ | a — b kovetkezik, azaz a = b(m/). O

Ko6v.: Ha (m,d) =1 és ad = bd(m), akkor a = b(m). O

Egy teljes maradékrendszer segitségével konnyen kaphatunk egy maésik teljes maradékrendszert.

Allitas: Legyenek k és m # 0 egészek, ill. (a,m) = 1. Ha H teljes maradékrendszer modulo m
akkor {h+k : h € H} és {ah : h € H} egyarant teljes maradékrendszerek modulo m. Azaz, ha egy
teljes maradékrendszer minden eleméhez ugyanannyit adunk hozza, vagy egy teljes maradékrendszert
egy modulushoz relativ prim szammal végigszorzunk, akkor ujfent teljes maradékrendszert kapunk.

Biz: Mivel mindkét vizsgalt rendszer mérete m, csupan azt kell ellendrizni, hogy mindkét rendszerre
igaz, hogy elemei paronként kiilénb6z6 maradékosztalyba tartoznak modulo m. Tehat, ha hy + k =
he + k(m) valamely hq,hy € H esetén, akkor hy = ho(m) a kivonas kompatibilitdsa miatt, és ezért
hi = ha, hisz H teljes maradékrendszer. Masfeldl, ha ahy = aha(m), akkor (a, h) = 1 miatt lehet osztani,
vagyis hy = ha(m) és ismét hy = ho kovetkezik. Tehat mindkét halmaz valoban teljes maradékrendszer.
O

Lattuk, hogy osztani csak a modulushoz relativ prim szammal lehet a modulus megvaltozasa nél-
kiil. Ha azonban olyan osztoval akarunk osztani, mely az egyik oldalt nem osztja (pl az 5z = 3(11)
kongruenciat akarjuk x-re megoldani, ezért 5-tel szeretnénk osztani), akkor a fenti, osztassal kapcso-
latos megfigyelések nem segitenek. Ha azonban ilyen esetben az osztast a reciprokkal valé szorzasnak
tekintjiik, akkor csupén arra van sziikség, hogy —az el6bbi példanal maradva— meghatarozzuk az 5
reciprokat modulo 11, és azzal szorozzunk. A tovabbiakban ez a cél vezet benniinket.

Megfigyelés: Ha (a,m) =1 és a = b(m), akkor (b,m) = 1.

Biz: Mivel m | a — b, ezért minden d | m esetén d | a <= d | b. O

A fenti megfigyelés szerint, ha egy a szam relativ prim m-hez, akkor a maradékosztalydnak minden
eleme relativ prim m-hez. Vagyis modulo m kétféle maradékosztaly létezik: az egyiknek minden eleme
relativ prim m-hez (ezek a relativ prim maradékosztilyok), a masik fajtabeliek minden elemének van
1-nél nagyobb kdzos osztdja m-mel.

Def: A H C Z halmaz redukdlt maradékrendszer modulo m, ha H minden olyan modulo m mara-
dékosztalybol, melyek elemei relativ primek m-hez pontosan egy elemet tartalmaz. Azaz, H minden h
elemére (h,m) = 1, tovabba, minden a egészhez, melyre (a,m) = 1 egyértelmien létezik h € H ugy,
hogy a = h(m). Az m szerinti redukalt maradékrendszer elemszamat (vagyis az m-hez relativ prim
maradékosztalyok szamat) o(m) jeloli.

Redukalt maradékrendszert kapunk pl. akkor, ha egy teljes maradékrendszerbédl elhagyjuk a modu-
lushoz nem relativ prim elemeket. Igy ¢(m) definidlhaté ugy is, mint az 1,2,...,m — 1 szamok koziil az
m-hez relativ primek szama. (Itt a 0,1,...,m — 1 teljes maradékrendszerbdl indultunk ki.)

A relativ prim maradékosztalyok fontos tulajdonsaga, hogy két ilyen maradékosztaly szorzata is
relativ prim maradékosztaly lesz. Ennél tébb is igaz.

Allitas: Ha (a,m) =1, és H = {hy, ho,..., hy(m)} pedig egy redukalt maradékrendszer modulo m,
akkor aH := {ahy,ahs, ..., ah,y)} is redukalt maradékrendszer modulo m.

Biz: Azt kell igazolni, hogy az ah;-k paronként kiilonb6z8, m-hez relativ prim maradékosztalyokhoz
tartoznak, hisz ekkor sziikségképpen minden relativ prim maradékosztalybél pontosan egy reprezenténs
szerepel. Minden ah; relativ prim maradékosztalyba tartozik, mert m-nek sem a-val, sem h;-vel nincs
kozos primosztoja, igy (m,ah;) = 1. E maradékosztalyok pedig kiilonbozdek, hiszen ha ah; = ah;(m)

Y

22



akkor a-val oszthatunk az osztasrol szolo kovetkezmeény szerint, azaz a; = a;(m), ahonnan i = j kovet-
kezik. |

A fenti allitasbol kovetkezik a kongruenciak elméletének egyik legfontosabb tétele, mellyel meghata-
rozhat6 a kordbban hivatkozott modulo m reciprok.

Euler-Fermat tétel: Ha (a,m) = 1, akkor a®("™) = 1(m).

Biz: Legyen H = {hy,ha,...hym} redukilt maradékrendszer modulo m. Az el6z6 megfigyelés
szerint az a-val végigszorzott al := {ahi,ahs,...ahg,y)} is redukilt maradékrendszer modulo m. A
szorzés kompatibilitdsa miatt [], h; = [[; ahi(m), ami azt jelenti, hogy [[; hi = a®™ [, hs(m). Mivel
(m, [1; hi) = 1, az osztasra vonatkozé megfigyelés szerint a®(™ = 1(m), amit bizonyitani akartunk. [

Kov.: (kis Fermat tétel) Ha p prim, akkor barmely a egészre a? = a(p).

Biz: Vilagos, hogy ¢(p) = p — 1 (hisz 1-t6l p — 1-ig minden egész relativ prim p-hez), ezért ha
(a,m) = 1, akkor a?~! = 1(p), ahonnan a? = a(p). Ha (a,p) # 1, akkor p primtulajdonsiga miatt p | a,
azaz a = 0(p), és a? =0 = a(p). O

A fenti bizonyitasban lattuk, hogy ¢(p) = p — 1, ha p prim. Ahhoz, hogy az Euler-Fermat tételt
valéban hasznalni tudjuk, jo ha ki tudjuk szdmitani ¢(m)-t tetszéleges m modulusra. Primhatvanymo-
dulusra kénnytd dolgunk van: ha n = p® valamely p primre, akkor a és n pontosan akkor nem relativ
primek ha p | a. Tehat p(n) nem més, mint az 1 és n kozotti, p-vel nem oszthato egészek szama. Mivel
a p-vel oszthatoak szama 7 = p*~ L igy p(p®) =p* —pt=(1— %)n

A célunk ¢(n) kiszamitasa n kanonikus alakjabol. Ehhez a kulcs a ¢ szamelméleti fiiggvény t.n.
multiplikativ tulajdonsaga. Nem tilos ezt a tulajdonsagot a szita-formulaval bizonyitani, de mi probalunk
egy szemléletesebb utat kovetni.

Tétel: Ha (m,n) = 1 akkor ¢(mn) = o(m)p(n).

Biz: Azt kell meghataroznunk, hogy a H = {1,2,...,mn} halmazban hany mn-hez relativ prim
szam van. Egy a szam pontosan akkor relativ prim mn-hez, ha a m-hez is és n-hez is relativ prim. A
kérdés tehat agy is fogalmazhato, hogy a H halmazban n-hez relativ primek k6zott hany szam relativ
prim m-hez.

Tekintslink egy m x n méretdi matrixot, melynek tehat m sora és n oszlopa van. T6ltsiik ki a métrixot
a H halmaz elemeivel, azaz irjuk be az elsé sorba az 1,2,...,n, a masodikba azn+1,n+2,...,2n, stb,
altalaban az i-dik sorba az (i—1)n+1, (i—1)n+2,...,in szdmokat. Az ilyen modon kitoltott tablazat j-
dik oszlopaban a j,n+7,2n+7, ..., (m—1)n+j szamok allnak. Vegyiik észre, hogy ezek a szamok egyfeld]
modulo n azonos maradékosztalybol keriilnek ki, masrészt pedig modulo m egy teljes maradékrendszert
alkotnak. Az utobbi allitas azért igaz, mert a j-dik oszlopot agy kapjuk a 0,1,2,...,m — 1 (modulo m)
teljes maradékrendszerbél, hogy minden elemet végigszorzunk az m-hez relativ prim n szadmmal, majd
megnoveljiik j-vel. Egy korabbi allitasban lattuk, hogy ezaltal teljes maradékrendszert kapunk modulo
m.

Hol helyezkednek tehat el a tablazatban az n-hez relativ prim szamok? Vildgos, hogy ezek a tablazat-
nak éppen ¢(n) oszlopat alkotjak. Minden egyes ilyen oszlop egy teljes maradékrendszer modulo m, ezért
minden egyes oszlopban ¢(m) olyan szam &all, ami m-hez is relativ prim. A tablazatban tehéat az mn-hez
relativ prim szamok ¢(n) oszlop mindegyikében ¢(m) mezst toltenek ki. Vagyis o(mn) = ¢(m) - ¢(n),
és éppen ezt akartuk bizonyitani. O

Ko6v.: Han = Hle p;" az n kanonikus alakja, akkor

i 1
o) =[[er —p " =n- [ A-2).
i=1 p|n, prim p

Biz: A multiplikativitasrol sz616 tétel szrint o(n) = o(ITr, p) = (™) - ([T, p™) = ©(p$*) -

e(p5?) ([N p) = - = Ty o) = Tha (0 — 71, LTI o(pf) =TTy o - (1= ) =

(MM pe) - (I 0= b)) =n 0= 4) . 0

Wilson tétel: Ha p prim, akkor (p — 1)! = —1(p).

Biz: Minden 1 < a < p — 1 egészhez tartozik egy 1 < b < p — 1 egész, melyre ab = 1(p), nevezetesen
az a b, melyre b = aP~2(p), hiszen ekkor valoban ab = a?~! = 1(p). Kénnyen lathato, hogy ha a-
hoz b tartozik, akkor b-hez a tartozik, ugyanis a b-hez tartozé szdm bP=2 = (aP=2)P=2 = o’ ~4p+d —
(a?P~1)P=3.4=1P"3.a = a(p). Rendezziik 4t a (p—1)! =1-2-...-(p— 1) tényezsit tgy, hogy péroséval
alljanak a fenti értelemben egymaéshoz tartozd szamok. Ekkor minden péar szorzata 1 lesz modulo p, de
lesznek olyan szamok is, melyek nem allnak parban, mert sajat maguk reciprokai. Ezekre az a szamokra
aP~2 = a = aP(p) teljesiil, azaz a® = 1(p), ami azt jelenti, hogy p | a®? —1 = (a + 1)(a — 1), vagyis a = 1
vagy a =p—1. Tehat (p —1)!=1-(p — 1) = —1(p), gySztink. O
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Ha &ltalaban szeretnénk tudni, milyen maradékot ad (n —1)! n-nel osztva, akkor ezt Gsszetett n-ekre
is konnyen megkaphatjuk. Ha n felbonthat6é két kiilonb6z6 nemtrividlis a és b osztdjanak szorzatara,
akkor n = ab | (n — 1)! miatt (n — 1)! = 0(n). Ha n nem ilyen Osszetett szam, akkor n egy p prim
négyzete, de ekkor p > 2 esetén n | p-2p | (n — 1)! miatt szintén (n — 1)! = 0(n) adodik, mig a kimarado
egyetlen eset a p = 2, amikoris n =4, és (n — 1)! = 2(n).

Réatériink ezek utan a lineéaris kongruencidk targyalasara. Linedris kongruencidn egy ax = b(m)
kongruenciat értiink, ahol a és b adott egészek, m pedig adott pozitiv egész. (Az m = 1 eset nem tul
izgalmas, altalaban m > 2-vel fogunk foglalkozni.) A linedris kongruencia megolddsa azt jelenti, hogy
meghatarozzuk mindazon egészeket, melyeket = helyébe irva a kongruencia igaz lesz.

Amikor kongruencidkkal dolgozunk, akkor altalaban ugy végziink miiveleteket, hogy mindkét olda-
lon ugyanazzal a szammal végezziik az adott miiveletet. Osszefoglaljuk a kongruencidkkal végezhets
miiveletekkel kapcsolatos legfontosabb tudnivalokat.

Tétel: (1) a=b(m) <= a+k=0b+k(m), (2) a =b(m) = ad = bd(m) ,

(3) ad =bd(m) < a=b(5"5). (4) igy (m,d) =1 esetén (a = b(m) <= ad = bd(m)) O

Tehat az Osszeadés és kivonas ekvivalens atalakitasok, a szorzés ill. osztas csak akkor, ha a szorzo ill.
oszt6 a modulushoz relativ prim. Egyébként a modulust is szorozni, ill. osztani kell, hogy az ekvivalencia
megmaradjon. Az alabbi tétel a megoldhatdé linearis kongruencidkat jellemzi.

Tétel: Az ax = b(m) kongruencia pontosan akkor oldhaté meg, ha (a,m) | b. Ha ez teljestil, akkor
a kongruencia megoldashalmaza (a, m) darab maradékosztaly modulo m.

Biz: Legyen d := (a,m). Ha az ax = b(m) kongruencia megoldhato, akkor d | m | ax—b,igy d | a | ax
miatt d | b kovetkezik. Ezzel a sziikségességet igazoltuk.

Tegyiik fel tehat, hogy d | b. A d-vel valo osztast a fentiek szerinti ekvivalens atalakitasként elvégezve
az a'x = b'(m') kongruencia adodik, ahol o' = 4, 0/ = % ill. m" = %. Mivel a Inko-val osztottunk,
(a/,m’) = 1, ezért a kongruencia mindkét oldaldnak megszorzasa az m’-héz relativ prim a#(™)~1_gyel
ekvivalens atalakités, tehat a kongruenciank = = a?(™)z = ¢#(m)=1 . gz = @?(™)=1p(m) alakot &lt,
tehat pontosan azon x-ek teszik igazza a nyitott mondatot, melyekre x = a‘P(m,)*lb(m’).

Azt kaptuk, hogy a megoldasok halmaza pontosan egy maradékosztaly modulo m’. Hatra van még,
hogy a megoldasokat modulo m adjuk meg. Minthogy m = m’d, ezért minden m’-maradékosztaly
pontosan d darab m-maradékosztaly unidja, a konkrét esetben az alabbi reprezentdnsokkal irhato fel a
megoldas: x = a®™)~1b(m), vagy = = a?") "o+ m/(m), vagy = = a® )"+ 2m/(m), vagy ..., vagy
x = a?m)1p 4+ (d — 1)m’ (m). O

Sokszor sziikség van a linearis kongruencidk gyakorlatban térténé megoldasara. A fenti bizonyitdsban
vazolt modszert elsS 1épése, az (a,m)-val valo leosztds minden tovabbi nélkiil végrehajthato (pl. az
Euklideszi algoritmust alkalmazva), azonban a tovabbiak elvégzéséhez ismerni kell ¢(m’)-t. Ezt azonban
nem tudjuk kiszamitani m’ kanonikus alakja nélkiil, ami nem feltétleniil all rendelkezésre. Tehédt ha mar
elertiik, hogy az ax = b(m) lineéris kongruenciaban (a, m) = 1, akkor a kongruenciat visszavezethetjiik
egy kisebb modulust kongruenciara. Feltehetd ugyanis, hogy 0 < a < m. Mivel a kongruencia ekvivalens
azzal, hogy

mx1 + b
ar —b=mxy ahonnan r=—"
a
valamely z; egészre. Elegendd tehat megoldani az ma; = —b(a) kongruenciat, és a kapott x;-t vissza-

helyettesiteni az z-t megado (mésodik) egyenletbe. Ezaltal az eredeti kongruenciat visszavezettiik egy
a-modulusu kongruenciara. Az eljarast kovetve, el6bb-utobb egy x; = ¢/(m’) kongruencia adodik, ahon-
nan x; = m’' - n + ¢, és ezt visszahelyettesitgetve z-t végiil fel tudjuk irni x = mn + ¢ alakban, vagyis
x = c¢(m) lesz a megoldas.

Sokszor célravezets modszer lehet ligyes szorzasokkal elvégzett ekvivalens atalakitdsok egyméasuténja
is. Ilyenkor a modulus végig m marad, de a cél rendszerint |a| csokkentése, egészen |a| = 1-ig, majd
esetleges —1-gyel valé szorzas adja a végeredményt. Amennyiben a linearis kongruencidban kis szamok
szerepelnek, ez a leggyorsabb eljaras a megoldasra. A modszert itt nem részletezziik, a gyakorlatokon az
érdekldé olvasé nyilvan szadmos példat latott a lineéris kongruencia ,jigyeskedéssel” térténé megoldéasara.
Megjegyezziik azonban, hogy a vizsgén szamitani kell arra, hogy egy ,véletlen” kongruenciat a vizsgaztato
el6tt kell megoldania a hallgatonak.

10. Algebrai struktiarak

Def: A H halmazon értelmezett n-vdltozés miveleten egy tetszéleges f : H™ — H leképezést értiink,
azaz minden, H elemeibdl képzett rendezett n-eshez (pl. (hy, ha, ..., hy)-hez) H-nak egy bizonyos elemét
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(itt f(h1,ha,..., hy)-t) rendeljiik.

Megjegyzés: Rendszerint kétvaltozos miiveletekkel fogunk foglalkozni. Ilyen esetben a miivelet jelét
az Osszemtvelt elemek kozé (és nem elé) irjuk, azaz nem +(2,2)-r6l, hanem 2 + 2-r8l beszéliink. Ez a
konvenci6 a tovabbiakban nem fog felreértést okozni. (Valosziniileg az volna csak igazan zavard, ha nem
alkalmaznéank ezt a konvenciot: tessék csak kiértékelni a -(—(+(3,2),1),-(2,2)) kifejezést!)

Példa: Kétvaltozos miivelet pl. a valos szamokon az Osszeadés, a szorzas, vagy éppen a kivonas. A
porzitiv szamokon az osztéas és a hatvanyozas. Egyvaltozos miveletnek tekinthets pl. az ellentett képzése
a racionalis szamok halmazéan (x-hez —z-t rendeliink) vagy a pozitiv szamokon a reciprok képzése. Nul-
lavéltozos mitivelet pl. az egészeken az, hogy 5. Haromvéltozos miivelet a valos szdmokon amely az z,y, z
szamokhoz x(y + z) + %jfll-t rendel. Kétvaltozés mivelet vektortérben a vektordsszeadas vagy egy
vektortér linearis leképezéseinek kompozicidja (egymasuténja), utobbi esetben Hom(V, V') az alaphal-
maz. A valés polinomokon kétvaltozos miivelet az 6sszeadéds vagy a kompozicié (ami itt behelyettesitést
jelent). Egyvaltozos mivelet a polinomokon derivalas, vagy a [0, z] intervallumon t6rténd integralas.

Nem miivelet (a most hasznalt értelemben) a hatvAnyozas a valés szamokon, mert (—1)z = /—1
nem val6s szdm. Nem miivelet a valés szdmokon az osztas sem, mert a % nem valds szam. Szintén nem
miivelet a skalarral valo szorzas vektotereken, mert a két 6sszemtivelendd elem nem azonos halmazbol
keriil ki.

Def: Az S = (H,{f; : i € I}) egy algebrai struktira, ha minden i € I-re f; a H halmazon értelmezett
(mondjuk n;-valtozos) mivelet.

Példa: Algebrai struktira a valos szamok halmaza az sszeadasra és kivonasra ((R, {+, —})). Szintén
algebrai struktara a pozitiv szdmok halmaza a szorzésra, mint kétvaltozés miveletre nézve, de algebrai
struktara (R, +) is. Utobbi két algebrai struktura ,Jényegében” azonos, u.i. logzy = logz + logy, azaz
a pozitiv szdmok szorzasra pontosan ugy viselkednek, mint a logaritmusaik az 6sszeadasra. Errdl szol a
kovetkezd definici6.

Def: Az S = (H,{f; i € I}) és az &' = (H',{f! : i € I}) algebrai strukturak izomorfak, ha az
fi és f! miveletek tetszéleges ¢ € I esetén ugyanannyi (mondjuk n;) valtozosak, tovabba létezik egy
¢ : H — H' bijekcio, melyre o(fi(hi,hay ..., hn,) = fl(o(h1), p(h2), ..., o(n,,)) tetsz6leges ¢ € I és
hi,ha, ..., h,, € H esetén. (Vagyis a leképezés mivelettarts: az 6sszemivelt elemek képét ugy kapjuk,
hogy osszemiiveljiik a képeket.)

Példa: Vektorterek korabban megismert izomorfizmusa egy specidlis izomorfia a két 9sszeadasmiive-
lettel ellatott algebrai struktura kozott. A specialitas abbol adodik, hogy a skalarral valo szorzéasra (ami
ugyebar nem algebrai értelemben vett mivelet) szintén megkivanjuk a ,mivelettartast”.

Def: Tegyiik fel, hogy S = (H, {f; : i € I}) egy algebrai strukttra, és a H’ C H halmaz olyan, hogy
egyetlen f; mivelet sem vezet ki bel6le (azaz fi(h1,h2,...,hn,) € H ha hy, ha,... h,, € H'). Ekkor
az 8" = (H',{film : i € I}) algebrai struktarat az S struktura részstruktirinak nevezziik, és ezt a
tényt S’ < S-sel jeloljiik. (f;|g/ az f; mivelet H'-re megszoritott valtozatat jelenti. A tovabbiakban a
megszoritas jelolését mellgzziik, ha ez nem okoz féreértést.)

Példa: (N, {+,-}) < (R,{+,-}) . Ha V vektortér, és U egy altere, akkor (U, +) < (V,+) .

Megfigyelés: Ha az S; = (H;,{f; : i € I}) struktara minden j € Jre az S = (H,{f; : i € I})
struktira részstruktiraja, akkor a ()¢ ; Sj := (e Hj, {fi : i € I}) metszetstruktirais részstruktirdja
az S algebrai struktiranak.

Biz: Csak azt kell ellendrizni, hogy az f;-k megszoritiasai miiveletek, azaz nem vezetnek ki a met-
szetb6l. Am mivel egyik H;-bél sem vezetnek ki, azért a metszetbdl sem. O

Def: Legyen S := (H,{f; : i € I}) egy algebrai struktura, és a K C H. A K dltal generdlt (K)
részstruktira a legsziikebb olyan részstruktiraja S-nek, mely K-t tartalmazza, azaz (K) := (\gcg<s S’

10.1. Csoportok

Lattuk, hogy a mitveletekre nincs mas megkotés azon tul, hogy ne vezessenek ki az adott struktirabol,
igy nem is varhato, hogy jol hasznalhatd, mély tételeket kapjunk egy ennyire altalanos definiciobol.
Célszeri tehat tovabbi megkotéseket tenni a vizsgalt strukturdkra. Erre a legtermészetesebb mod, hogy
a mivelet(ek)tdl kiilonb6z6 tulajdonsagokat varunk el.

Def: A H halmazon értelmezett, 2-valtozos x mivelet asszociativ (magyarul dizdrdjelezhetd), ha
tetszGleges x,y,z € H elemekre z x (y x z) = (x xy) x z all. A x mivelet kommutativ (magyarul
felcserélhetd), ha tetsz6leges x,y € H elemekre x x y = y x x teljesiil.

Példa: A vektorterekben értelmezett + miivelet asszociativ és kommutativ, a pozitiv szamokon
értelmezett hatvanyozéis nem asszociativ és nem kommutativ, az n X n-es matrixok szorzasa asszociativ,
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de nem kommutativ, mig a valés szdmokon értelmezett szamtani kézép mivelet kommutativ, de nem
asszociativ.

Def: Az § = (H, ) struktara félcsoport, ha x a H-n asszociativ. Ha x kommutativ is, akkor S Abel
félcsoport.

Példa: Lattuk, hogy az n x n-es métrixok a szorzésra félcsoportot alkotnak. Az n xn-es, szimmetrikus
métrixok e félcsoportnak egy Abel részfélcsoportjat alkotjak.

Def: Legyen * kétvaltozos miivelet H-n. Az e € H elem az x mivelet egységeleme, ha exh = hxe = h
a H tetszéleges h elemére.

Megfigyelés: Ha az S struktura * miveletének létezik egységeleme, akkor egyetlen egységeleme
letezik.

Biz: Tegyiik fel, hogy e, ¢’ € H egyarant egységelemek, ekkor e = exe’ = ¢’ . O

Def: Ha az S = (H, ) struktiraban e € H a x mivelet egységeleme, és hxh' = b/ x h = e, akkor az
mondjuk, hogy h' a h inverze a x miiveletre. (Egyuttal h a h' inverze x-ra nézve.)

Példa: Az (R, {+,-}) strukturaban az Osszeadas egységeleme a 0, az x elem inverze —z. A szorzas
egységeleme az 1, az x # 0 elem inverze az %

Def: A § = (G, -) struktira csoport, ha (1) S félcsoport, (2) a - miveletnek létezik egységeleme, és
(3) minden g € G elemnek létezik inverze a - miveletre. Ha a csoportmitveletet - jeldli, és a megadaskor
ennek elhagyéasa nem okoz félreértést, akkor a fenti csoportot egyszertien G-vel jeldljiik. Szorzasmiivelet-
tel ellatott csoport esetén (a valos szorzasmiiveleti jelhez hasonloan), ha nem okoz félreértést, elhagyjuk
a miiveleti jelet két elem Osszemiivelésekor, azaz g - h helyett gyakran csak gh-t irunk. A szorzasmii-
velettel elldtott csoportban beszélhetiink hatvanyozasrél: egy g elem n-dik hatvinya nem mas, mint az
elemet n-szer Gsszeszorozzuk (helyesebben 6sszemitiveljiik) 6nmagaval. A 0-dik hatvanyt az egységelem-
ként definidljuk, a (—n)-dik hatvany pedig a g~! inverzelem n-dik hatvanya. A G csoport rendje |G|. A
G csoport Abel csoport, ha G csoportmiivelete kommutativ.

Példa: (R, +),(Z,+), (R\ {0},-), (R™** +) Abel csoportok. Az n x n-es regularis métrixok a szor-
zésra nézve (nemkommutativ) csoportot alkotnak'!.

Megfigyelés: Ha G csoport, akkor minden elemnek egyértelmi inverze van.

Biz: Ha z és y a g inverzei és e a G egységeleme, akkor x = ze = 2(gy) = (zg)y =ey =y . O

Az algebrai strukturakrol elmondottak csoportokra vonatkozo kozvetelen kivetkezményeit foglaljuk
Ossze az aldbbiakban.

Kov.: (1) Két csoport izomorf, ha van koztiik miivelettartd bijekcio.

(2) A részcsoport olyan részhalmaz, mely maga is csoport a csoportmiveletre.

(3) Barmely G csoport tetszéleges részcsoportjainak metszete is G részcsoportja.

(4) A K C G részhalmaz altal generdlt (K) csoport a G csoport K-t tartalmazo részcsoportjainak
metszete. g

10.2. Ciklikus csoportok

Def: Az olyan csoportot, melyet valamely eleme general, ciklikus csoportnak nevezziik.
A G csoport g elemének rendje a g altal generalt részcsoport elemszama.

Az elem rendjének definicidja ugy is kimondhato, hogy a g elem rendje az a legkisebb n szam, melyre
g" = e. Ha ugyanis létezik ilyen n, akkor, g=! = ¢g"7!, és a g,¢° ¢°,...,g" elemek kiilénb6z6ek (hisz
ha ¢g* = ¢7, akkor g"~7 = e), ezért (g) n-elem®. Ha pedig nem létezik olyen n, amire g™ = e all, akkor a
g,9%, 9%, ... elemek mind kiilonbozéek, ezért (g) végtelen.

Ha (G,-) ciklikus csoport, melyet g € G general, akkor G’ minden eleme elGall g'(= g-g-... g
[i-szer]) alakban, ahol ¢ € Z. Ha G rendje véges, akkor elegendd a porzitiv i kitevSkre szoritkozni. Ha G
végtelen, akkor a generdtorelemnek semelyik hatvanya sem egységelem, mert egyébként a generatorelem
csak véges sok elemet generalna.

Hanyfélék lehetnek a ciklikus csoportok, azaz izomorfia erejéig hogy néznek ki a ciklikus csopor-
tok? Nyilvanvald, hogy ha két ciklikus csoport rendje kiilénb6zd, akkor nem izomorfak. Ha azonban
|G| = |H| =n a G és H ciklikus csoportra, akkor G = H. Legyen ugyanis ¢ ill. h a G ill H generéatore-
leme. Ekkor g" ill. " a G ill. H egységeleme, a két csoport minden eleme g¢* ill. h* alaku, és konnyen
lathat6, hogy ¢(g') := h' izomorfizmus. Tehét a véges ciklikus csoportot az elemszéma (izomorfia ere-
jéig) meghatéarozza. Az n-elemt ciklikus csoportot C,, jeloli, és kénnyen lathato, hogy C, = Z,,, ahol
Zy a (Z,,+) csoportot jeloli, ahol Z,, a modulo n maradékosztalyok halmaza. Minden véges ciklikus

1Az egységelem itt az n x n-es egységmatrix, az inverz pedig az adott matrix inverze. (Ugyebar egy métrix akkor regu-
laris, ha létezik inverze, és arra is emlékezhetiink éppenséggel, hogy egy métrix pontosan akkor reguléris, ha determinansa
nem nulla, igy (a determinansok szorzastétele miatt) regularis méatrixok szorzata regularis.)
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csoportot leirtunk tehat. Ha G végtelen ciklikus csoport, akkor a g generatorelem semelyik hatvanya
sem egységelem, mert egyébként g véges csoportot generdlna. Mivel a g hatvanyai egy H részcsoportot
alkotnak, ezért H = (g) = G, ez a részcsoport maga a csoport. Azt kaptuk tehat, hogy minden végtelen,
ciklikus csoport a (Z,+) csoporttal izomorf.

Tétel: Ciklikus csoport minden részcsoportja ciklikus.

Biz: Legyen a G ciklikus csoport egy generatoreleme g, és legyen H < G részcsoport. Tekintsiik a
minimalis 0 < k-t, melyre g* € H (ilyen létezik, ha H nem a trivialis, egyelemii csoport (ami persze
ciklikus)). Megmutatjuk, hogy ¢g* generélja H-t, amib6l azonnal ad6dik, hogy H ciklikus. Nyilvan g*
generélja a e, "%, g7 elemeket tetszbleges pozitiv egész i esetén. Tegyiik fel, hogy a H részcsoport ¢!
elemét g* nem generalja, azaz k { I. Osszuk el I-t k-val maradékosan, azaz | = ak+r, ahol 1 < r < k. Mivel
g*. gt € H, ezért gt - ((gF)~1)® = g+l . g=ak = gaktr—ak — g7 ¢ [ ami ellentmond k valasztasinak.
Tehat H-t g csakugyan generélja, vagyis H valéban ciklikus. O

10.3. Diédercsoportok

Fontos példak csoportokra a szimmetridk alkotta csoportok. Legyen X egy halmaz, és tekintsiik az
f + X — X bijekcidknak egy olyan F nemiires halmazat, mely zart a kompziciéra, vagyis f,g € F
esetén fog € F, ahol fog(z) := f(g(x)) Va € X. Tegyiik fel tovabba, hogy minden f € F bijekcio
71 inverze is F-ben van. Ekkor az F csoportot alkot a kompzicié miiveletre, azaz (F,o) csoport. A
csoport egységeleme az id identikus (azaz a minden pontot helybenhagyod) leképezés (ez azért F-beli,
mert id = fo f~! tetsz6leges f € F-re), a kompoziciéra vonatkozo inverz az adott fiiggvény inverze lesz,
a kompoziciomiivelet asszociativitasa pedig kozvetleniil adddik a definiciobol.

Az egyik legfontosabb példa a fenti szimmetriacsoportra a D,, diédercsoport, amikoris X a sik egy
szabalyos, n oldalu sokszoge, a bijekcidk halmaza pedig az X sokszog egybevagosdgainak halmaza (azaz a
stk mindazon egybevigosagai, melyek az X sokszoget (mint halmazt) fixen hagyjak). A D,, diédercsoport
elemei tehat a szabalyos n-szoget fixen hagyd egybevagdsagok, a miivelet pedig az egybeviagosagok
egymasutanja. Az egyik ilyen egybevagosag a sokszog kozéppontja koriili %’T-szégfi f forgatas, egy méasik
lehetséges egybevagosig a sokszog egy szimmetriatengelyére valo ¢ tiikrozés. Lényeges tulajdonsaga a
diédercsoportnak, hogy n > 2-re nem kommutativ (u.i. to f # fot). Az f és ¢t szimmetridk a sokszog
minden szimmetridjat generaljak, hiszen a koriiljaréstaro egybevagosagok kozéppont koriili forgatéasok,
a koriiljarasvaltoak pedig ugy kaphatoak, hogy elgszor tiikkroziink, majd forgatunk.

Atot=id, ff"=fofo...of[nszer] =idill. fot=1to f* ! =to f~! azonossagok teljesiilése
egyszeriien ellendrizhets. Ebb6l az latszik, hogy D,, minden eleme vagy f*, vagy t o f* alakt valamely
0 < k < n-re: ha ugyanis f és t is szerepel a kompziciéban, akkor a t-ket baloldalra csoportosithatjuk a
harmadik azonossag miatt.

10.4. Permutaci6écsoportok

s sz

Korabban mar talalkoztunk permutécidkkal: a determinans definiciéjaban a permutacié inverziészama
volt érdekes, a leszamlalasoknal n elem lehetséges permutacidinak szamat vizsgaltuk, most pedig a
permutéciok strukturajat vessziik szemiigyre. Emlékeztetiink, hogy a permutaciok az [n] := {1,2,...,n}
halmaz bijekcidi. Az [n] — [n] bijekciok zartak a kompoziciora és az inverzképzésre, ezért az [n] halmaz
permutacioi szimmetriacsoportot alkotnak a kompoziciéra.

Def: Az S,, szimmetrikus csoport az [n] halmaz permutécioi alkotta csoport a fliggvénykompozicid
miveletre nézve.

A diédercsoportok utan tehat a szimmetrikus csoport a masodik fontos példa a szimmetriacsoportra.
Korabbi tanulmanyainkat kamatoztatando megfigyelhetjiik, hogy az S,, szimmetrikus csoport rendje az
[n] permutacidinak szama, vagyis n! . Lattuk, hogy a diédercsoport sem volt kommutativ, és mivel a D,,
diédercsoport tekinthet§ a szabalyos n-szdg csicsain hatdé permutaciok egy halmazanak, ezért D,, < .S,

igy aztan S,, sem kommutativ n > 2-re.

A kovetkezd célunk a permutaciok hatvanyait megvizsgalni, hogy konkrét permutaciok rendjét meghatarozhassuk.
Legyen i € [n], 0 € Sp, és tekintsiik az i,0(i),02(i),03(i),... elemeket. Ezek az elemek (tehat azok, melyekbe a o
permutaci6 i-t elviszi) az i o szerinti orbitjdt alkotjak. o bijektivitdsa miatt az orbitot alkotd sorozatban az elemek
ciklikusan ismétlgdnek, azaz 691* (i) = o7 (i), ahol k az orbit mérete. Ha tehat leirjuk az (i,0(i), 02 (i), 03 (i), ... o*~1(i))
elemeket, akkor 7 orbitjanak minden egyes elemérdl latjuk, hogy a o a felsorolas kvetkez§ elemébe viszi (az utolsot az
elsébe). Az fenti ciklikus sorrend a o permutécio egy ciklusa. Mivel két elem orbitja vagy diszjunkt, vagy azonos, ezért
igaz az alabbi megfigyelés.

Tétel: Minden permutacié felirhato diszjunkt ciklusok szorzataként. O

A gyakorlatban is alkalmazzuk ezt a felirdst, azaz ahelyett, hogy a o permutaciot az értelmezési tartomany minden
elemén megadnank, csupan egymas mellé irjuk a ciklusokat, melyek koziil (ha n ismert) az egyponttuakat (vagyis a fix
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pontokat) kihagyjuk. Tgy pl a o = (1,7,4)(35) € S7 permutaciora o(4) = 1 és o(2) = 2. Ciklikus permutdcidnak neveziink
egy permutaciot, ha pontosan egy ciklusa van. Ha a o permutéciot hatvanyozzuk, akkor az elemek a ciklusukon beliil
mozognak, mégpedig minden elem kitevényit lép jobbra. Ebbdl latszik, hogyan lehet meghatarozni o legkisebb hatvanyat,
mely minden elemet helyben hagy, vagyis azt a legisebb k kitevét, melyre o = id az egységelem.

Tétel: Ha o ciklusai k1, ka2, ..., k; méretiiek, akkor o rendje a ki1, k2, ... k; szamok legkisebb k&zos tobbszorose. O

Transzpozicionak nevezziik az olyan permutaciot, melynek egyetlen, kételemti ciklusa van, azaz a permutaci6 két elemet
felcserél, a t6bbit fixen hagyja.

Allitas: A tranzpoziciok generaljak az S, szimmetrikus csoportot.

Biz: Minden permutacié diszjunkt ciklusok szorzata, ezért elegend6 megmutatni, hogy barmely ciklus el6all olyan
transzpoziciok szorzataként, melyek csak a ciklus elemeit hasznaljak. Mivel az (i1,42,...,4) ciklikus permutéacié a
(41,1), (41,%%—1), - - -, (i1, 42) transzpoziciok szorzata, ezért az allitast igazoltuk. O

Ertelmes kérdés, hogy legalabb hany transzpozicio kell S, generalasahoz. Minden transzpozicionak megfelel egy él
az [n] ponthalmazon. Transzpozicidok egy halmazinak tehat egy n-pontu graf felel meg. Vilagos, hogy ha egy ilyen graf
nem oOsszefiiggd, akkor a szobanforg6 transzpoziciok nem generaljak Sy-t, s6t: altalaban nem generalnak egyetlen olyan
permutaciot sem, mely a komponensek kiézott (is) végez cserét. Tehat minden, transzpoziciokbol 4ll6 generatorrendszernek
Osszefiiggs graf felel meg, vagyis legalabb n — 1 transzpozicié kell S, generalasahoz. Ennyi egyébként elegendd is: az
(1,2),(1,3),...,(1,n) transzpoziciok alkalmas kompoziciojaval tetszéleges Sy,-beli permutécio elGallithaté. Egy adott o
permutacio pl. ugy konstrualhato, hogy legfeljebb két transzpozicié kompozicidjaval olyan oo permutaciot gyartunk, melyre
o~ 1(n) = ao_l(n), majd op-hez tovabbi transzpoziciokat komponéalva olyan o1-t kapunk, melyre 01_1 ésolaznésn—1
helyeken is megegyezik, s.i.t. Az i-dik lépésben o; kapjuk, melyre ofl(k) = o~ (k) minden k =n,n—1,n—2,...n —i-re.
A o, permutaciora 051 = o~ 4ll, tehat a o = o, permutacié az emlitett transzpoziciok szorzata.

Def: Az S, szimmetrikus csoport részcsoportjait permutdcidcsoportnak nevezziik.

Hanyfélék lehetnek a permutaciocsoportok? A valasz, hogy a permutécidcsoportok (izomorfia erejéig)
minden (véges) csoportot felolelnek.

Cayley tétel: Minden véges G csoport alkalmas permutéacidécsoporttal izomorf.

Biz: Az altalanossag megszoritasa nélkiil feltehets, hogy G m-edrendt, és G elemei az 1,2,...,n
szamok. Ekkor G minden g elemének megfeleltethets egy o, permutacio az alabbiak szerint: o4 (7) := g-i.
Ellenérizziik, hogy a megfeleltetés homomorfizmus, azaz, hogy miivelettarté: o4, = 04 0 o), Csakugyan,
tetszdleges i € [n] esetén o4y, (i) = (gh)i = g(hi) = g(on (7)) = o4(on(i)) = 04 0 o4 (i). Az kell még, hogy
a g — o4 leképezés injektiv, azaz g # h esetén o4 # oy,. De ez is igaz, mivel o4(e) = ge = g # h = he =
on(e). Tehat a {0, : g € G} permutaciok az S,, szimmetrikus csoport egy G-vel izomorf részcsoportjat
alkotjak. O

Konnyen ellendérizhetd, hogy paros permutaciok szorzata is paros permutacio, paros permutacio és paratlan permutacio
szorzata paratlan permutacio, tovabba, hogy két paratlan permutéacio szorzata pedig paros permutacié. Ez azt jelenti, hogy

a paros permutaciok az S, szimmetrikus csoportnak egy részcsoportjat alkotjak. E részcsoport az Aj,-nel jeldlt alterndlo
csoport, rendje Sy, rendjének fele, azaz %’

10.5. A csoportelmélet alapjai

Def: A G csoport K és H részhalmazainak komplezusszorzatdn
HK :={hk:he H ke K} CG

halmazt értjiik. Ha H < G és g € G, akkor a gH (Hg) komplexusszorzat a H részcsoport baloldali
(jobboldali) mellékosztilya. Ha a € gH (a € Hg), akkor a-t a gH (Hg) mellékosztaly reprezentdinsdinak
nevezziik.

Egy részcsoport mellékosztalyainak figyelemremélté strukturaja van.

Megfigyelés: Legyen H < G > ¢g,¢' . Ekkor (1) g € Hg, (2) ¢ € Hg= Hg=Hqg', (3) Hg=H¢g'
vagy HgN Hg' =0 (4) [H| = |Hyg|

Biz: (1):e€ H=g=eg€ Hg .
2): g’ = hg valamely h € H-ra, ezért Hg' = H(hg) = (Hh)g C Hg. Mivel g = h™'g’, ezért g € Hg',
az el6z8 gondolatmenet szerint Hg C Hg' is igaz.
: (2) miatt, ha ¢* € HgN Hy', akkor Hg= Hg* = Hq'.
:Ha h,h/ € H és h # h/, akkor hg # h'g, ezért a h — hg bijekcié H és H g kozott. O
Kov.: (Lagrange tétel) Ha H < G, akkor |H| | |G|. Specialisan, G barmely g elemének rendje (a g
altal generalt részcsoport elemszama) osztja G rendjét.

Biz: A G csoport néhany H szerinti (jobboldali) mellékosztaly unidja, és minden mellékosztaly |H |
elemet tartalmaz. O

Def: A H < G részcsoport indeze a |G| és |H| hanyadosa, jele |G : H|.

Ko6v.: Minden primrendi csoport ciklikus.

?
gy
(3

)
(4)

Biz: Barmely, e # g € G elem a Lagrange tétel miatt kénytelen az egész csoportot generalni. g
Ko6v.: Ha G csoport, akkor barmely g € G rendje a G rendjének osztéja.
Biz: A g elem rendje a (g) részcsoport rendje, mely a Lagrange tétel miatt |G| osztoja. O
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Megjegyzés: Belathato, hogy a modulo m redukéilt maradékosztalyok (tehat az n-hez relativ prim szamok alkotta
maradékosztalyok) a szorzésra nézve csoportot alkotnak: a szorzas ugyanis miivelet, mert m-hez relativ primek szorzata
relativ prim m-hez, és az m-mel vett maradéka csak a tényez6k maradékatol fiigg; az asszociativitis vilagos; az egységelem
az 1-t tartalmaz6 maradékosztaly; végiil inverz azért létezik, mert az ax = b (mod n) kongruencia (a,m) = 1 esetén
megoldhat6. Ha az utobbi kovetkezményt alkalmazzuk erre a csoportra, akkor azt kapjuk, hogy tetszdéleges a elem rendje
osztéja a csoport rendjének, azaz ¢(m)-nek. Ez azt jelenti, hogy tetsz6leges a elem ¢(m)-dik hatvanya az egységelemet
adja, azaz ha (a,m) = 1, akkor a®?(™ = 1 (mod m) teljesiil. Az Euler-Fermat tétel tehat specialis esete a Lagrange
tételnek.

Lattuk tehat, hogy minden csoport el$all, mint tetszéleges részcsoportja jobboldali mellékosztalyainak diszjunkt unidja.
Természetesen ugyanez a baloldali mellékosztalyokra is igaz, azonban 4ltaldban nem igaz, hogy ez a két el6allitas azonos.
Ha pl. a G csoport Abel, és H < G részcsoport, akkor a kommutativitds miatt Hg = gH a G minden g elemére, igy
ilyenkor a két felbontas valoban megegyezik. Ugyanez a szituicié nemkommutativ csoportokban is eléfordul, és az ezt
megvaldsito részcsoportok kiilénosen érdekesek.

Def: A G csoport N részcsoportja a G normdlosztdja (jelolése N <IG), ha Ng = gN a G minden g elemére.

Vilagos, hogy minden részcsoport egyszerre bal- és jobboldali mellékosztalya nmaganak. Ha tehat egy csoport indexe
2, akkor a részcsoport komplementere egyuttal jobb- és baloldali mellékosztaly is, azaz minden 2 indexii részcsoport
sziikségképpen normaloszto. Példaul A, <.S,. A normaloszté tulajdonsag ekvivalens modon jellemezhet§ az alabbiak
szerint.

Allitas: (1) NG <= (2) g7 'Ng=NVYge G < (3) g 'ngc NVYge G, VnE N .

Biz: (1)= (2): Ng=gN =g 'Ng=N . (2)= (3): g 'Ng=N=g 'nge N .

(3)= (1): g 'nge NVne N =ng€ gN Vn & N= NgC gN.De |Ng|=|gN| miatt Ng = gN tetsz6leges g € G-re. [

Megfigyelés: Ha N <G, akkor (Ng)(Nh) = N(gN)h = N(Ng)h = (NN)(gh) = N(gh) tetsz6leges g,h € G-re. [

A fenti megfigyeles szerint a mellékosztalyokon a komplexusszorzas miivelet: két mellékosztalyhoz rendel egy harmadi-
kat. E mtiveletnek az egységeleme az N mellékosztaly, és inverz is létezik: Ng inverze Ng~1, hisz NgNg~! = Ngg~—! = N.

Def: Ha N G, akkor az N mellékosztalyainak csoportjat a komplexusszorzasra a G csoport N szerinti faktorcso-
portjanak nevezziik, és G/N-nel jeloljiik.

A faktorcsoport rendje nyilvan N indexe, azaz |G : N|. Ha G Abel, akkor barmely H részcsoportja normaloszto, és
a H szerinti faktorcsoport is Abel. Ha G mindezen tul ciklikus is, akkor a faktorcsoport is ciklikus lesz, és G minden
generatorelemének mellékosztalya generalja a faktorcsoportot.

A normalosztok szoros kapcsolatban allnak a csoportok kozotti, miivelettartd leképezésekkel.

Def: Ha G és H csoportok, akkor a ¢ : G — H leképezés homomorfizmus, ha mivelettartd, azaz barmely g,9' € G
elemekre p(gg’) = ¢(9)¢(9"). (Ertelemszeriien, az egyenléség baloldalan allo szorzas a G, a jobboldali a H csoportmiive-

lete.) Ha ¢ homomorfizmus, akkor
Ker(p) :={g € G: ¢(g9) = en} a ¢ magja, és Im(p) = {¢(g) : g € G} a ¢ képe.
Megfigyelés: Ha ¢ : G — H homomorfizmus, akkor (1) p(eq) = em, (2) ¢(g™!) = ¢(9)71, (3) Ker(p) <G és (4)
Im(yp) < H.
Biz:

(1): pleg) = plegea) = plea)plec) = e = plea) plea) = wlea) tplea)plea) = ¢lec).

(2): e = wleq) = v(99™ ") = e(9v(g™") = lg) ' = ¢~ )

(3): Ha ¢(g) = ¢(h) = e, akkor ¢(gh) = p(g)p(h) = eger = em, ill. p(g71) = p(g)~ ! = eI_{1 = ey, azaz Ker(p) < G.
A normaloszto-tulajdonsaghoz csak annyi kell, hogy tetszéleges n € Ker(p) és g € G esetén g~ 'ng € Ker(p). Lassuk:
e(97'ng) = p(g7 ") p(n)p(9) = ¢(9) " 'enp(g) = e, csakugyan.

(4) Lattuk, hogy ¢(g7 1) = ¢(9)~ 1, ill. p(gh) = ¢(g9)¢(h), azaz Tm(p) zart az inverzképzésre és a H csoportmiiveletére,
azaz Im(p) < H. 0O

Tehat minden homomorfizmus magja norméloszt6. Ennek az allitdsnak a forditottja is igaz, azaz minden norméloszt6
egyben homomorfizmus magja is, nevezetesen a N <G norméloszté a oy : G — G/N természetes homomorfizmus magja,
mely a on(g) := Ng leképezéssel van megadva. (pn csakugyan homomorfizmus, hiszen ¢y (gh) = Ngh = NNgh =
NgNh = on(g)en(h).)

Homomorfizmus tétel: Ha ¢ : G — H csoport-homomorfizmus, akkor G/Ker(p) 2 Im(yp).

Biz: Azt kell csak meggondolni, hogy ¢ bar G elemeit viszi H-ba, de egyuttal az N := Ker(p) norméloszt6 mellé-
kosztalyain is homomorfizmus, amihez csak azt kell latni, hogy ¢ minden mellékosztalyon konstans. Legyen a,b € Ng
a g mellékosztalyanak elemei, azaz a = ng, b = mg valamely n,m € Ker(p)-re. Mivel p(n) = ¢(m) = eq, ezért
p(a) = p(ng) = ¢(n)e(g) = ¢(g) = ¢(m)e(g) = p(mg) = ¢(b). Tehat definidlhaté a ¢'(Ng) := ¢(g) egy miivelettarto
¢+ G/N — H leképezést (azaz homomorfizmust) definial. Az izomorfia igazolasdhoz csak annyi kell, hogy a leképe-
zés bijektiv. Legyen hat ¢/ (Ng) = ¢'(Ng'). Ekkor ¢(g9) = ¢(g’), és ¢’ felithato ¢’ = (¢’g~')g = fg alakban. Innen
w(g) = ¢(9') = o(fg) = @(f)e(g), ahonnan o(f) = ey, azaz f € Ker(p) = N, vagyis g’ € Ng, azaz Ng’ = Ng. O

10.6. A kvaterni6écsoport

A @ kvaterniocsoport elemei 1, —1, ¢,—i ,j ,—j ,k ,—k, a szorzasmiiveletet definialjak (az asszociativitason tul) az
i2=32=k=—1,ij =k, jk=1i, ki=j,(-1)% =1, (-)z = -z = z(-1), —(~2) = z,ill. az 1z = zl = =
(Vz € Q) azonossagok. Pl. ji = j(jk) = j?k = (—1)k = —k. (A csoport-tulajdonsig igazolasahoz az asszociativitast
valoban ellendrizni kell (kicsit faradsagos), egységelem az 1, a —1 inverze dnmaga, a t6bbi elem inverze a sajat ellentettje.

Mivel i5 # ji, ezért @@ nem Abel csoport, igy nem is ciklikus. Nem izomorf ) az ugyancsak 8-adrendt D, diédercso-
porttal sem, mert Q-ban 1 rendje 1, —1 rendje 2, a tobbi elemé pedig 4, mig D4-ben id rendje 1, minden tengelyes tiikrozés
(t,fot,f2ot,f20t) és a kdzéppontos tiikrézés (f2) rendje 2, mig a forgatasok (f, f3) rendje 4. A Q kvaternidcsoport
tehat kiilénbo6zik az eddig megismert &sszes csoporttol.
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11. Gyfrtk, testek

Eddig egymiiveletes strukturakkal foglalkoztunk. Ha azonban a Z, Q, R vagy C szamhalmazokrol szeret-
nénk tobbet tudni, érdemes mindkét alapmiveletet (az Gsszeadést és szorzast) figyelembe venni. Ez (is)
indokolja az olyan algebrai struktirak vizsgalatat, ahol két kétvaltozds mivelet értelmezett.

Def: A (R, {+,-}) algebrai struktara gydrd, ha (R,+) Abel csoport, (R, -) félcsoport, tovabba telje-
stilnek a disztributiv azonossdgok: a(b+ ¢) = ab + ac ill. (a + b)c = ac + ab (Va,b,c € R). Ha réviden
csak R gytriit mondunk, akkor konvenci6 szerint R két mivelete + és - a fentiek szerint.

Az R gytlrd kommutativ, ha a szorzas kommutativ. Az R gytrd sszeadasidnak egységelemét nullelemnek
nevezziik, és 0-val jeloljiikk. Az R gytiriiben az a € R elem inverzét az dsszeadasra —a jeloli. Az R gytird
egységelemes, ha a szorzasmiveletnek van egysége, melyet (ha van) 1 jeldl.

Megfigyelés: Ha R gytird, és a,b € R, akkor 0a = a0 = 0 ill. (—a)b = —ab = a(-b).

Biz: A disztributivitds miatt 0 = 0a + (—0a) = (0 + 0)a + (—0a) = 0a + O0a + (—0a) = Oa. Innen
—ab=—ab+0=—ab+0b= —ab+ (a+(—a))b = —ab+ab+(—a)b = (—a)b. Az a0 = 0ill. —ab = a(-b)
azonossagok hasonléan kovetkeznek a baldisztributivitasbol g

Példa: (1) Z,Q, R, C gytirtk. N nem gytirt, mert nem csoport az dsszeadasra (nincs inverz).

(2)
(3) A mod m maradékosztalyok szintén.

(4) Az n x n-es (racionélis, valos vagy komplex) méatrixok is gytrtit alkotnak.

(5) Az egész egyiitthatos polinomok Z[z] halmaza detto.

(6) A Gauss egészek (az a + bi alaku szamok, ahol a,b € Z) ugyancsak gytrt.

(7) Tetszoleges H halmazra (P(H),{V,N}) a H halmaz Boole gyirije, ahol V a szimmetrikus kiilonb-
séget jeloli: AVB := (A\ B)U (B \ A). Itt a nullelem az 0, az egység pedig a H.

Def: Az R gytirtiben a a # 0 elem nullosztd, ha létezik olyan 0 # b € R, melyre ab = 0. Az R
gytirt nullosztémentes, ha R-ben nincs nullosztd. Az R gytrd integritdsi tartomdny, ha kommutativ és
nullosztémentes.

Példa: (1) nZ kommutativ és nullosztomentes, ezért integritasi tartoméany.

(2) Z,, nem nullosztomentes, ha vannak olyan a,b € Z, szamok, melyekre a # 0 # b (azaz a £ 0 #
b(mod n)) és ab = 0(mod n), azaz ha n Gsszetett. Ha n = p prim, akkor a primtulajdonsag miatt, ha
ab = 0, azaz ab = 0(p), vagyis p | ab, akkor p | a vagy p | b, igy a = 0 vagy b = 0 (a Z,, gytrtiben(!)).
Tehat Z, nullosztomentes, igy integritasi tartomény.

(3) Az R™*™ métrixgytrtiben A nulloszto, ha létezik olyan B maétrix, melyre AB = 0. Ez pontosan
akkor van, ha az Ax = 0 egyenletnek van nemtrividlis megoldésa, azaz, ha A szinguléris.

(4) A (P(H),{v,Nn}) Boole gytirtiben H minden val6di részhalmaza nulloszé, mert AN (H \ A) =0 .

Def: Az R gyfird részgyirije az (R, {+, - }) olyan részstrukturaja, mely gytrd. (Csupan a miveletekre
valo zartsagot és az ellentettek meglétét (tkp a kivonasra valo zéartsagot) kell ellendrizni.)

Megfigyelés: Ha n € Z, akkor nZ a 7 részgytirtje. A Z gytird minden részgytrtje nZ alaku.

Biz: Lattuk korabban, hogy nZ gytri. Ha R a Z részgytrtje, akkor legyen n := min{x € R : z > 0} .
Ekkor 0,n, —n,2n,—2n, ... € R, ezért nZ az R részgytirtje. Ha m € R, akkor m = gn+r,ahol0 <r <n
az r maradékra. Mivel r = m — gm € R, ezért n valasztasa miatt r = 0, azaz m € nZ, vagyis R = nZ .0J

Lattuk, hogy a gytiriiben tudunk kivonni, azaz egy elem ellentettjét hozzéadni (a — b := a + (=b)).
Felettébb bosszanté, hogy osztani nem tudunk, azaz nem tudunk egy elem inverzével szorozni, hiszen a
szorzéas nem csoport- (csak félesoprt-) miivelet, igy nincs a szorzéasra nézve inverz. Nyugodjunk meg: a
szokasos szamkorokben (R, C) sem tudunk osztani, mert az osztas nem algebrai értelemben vett mivelet,
hisz nem tudunk barmely két szamot elosztani. Altalaban sem varhatjuk, hogy a gytrtben a szorzésra
nézve minden elemnek legyen inverze, hisz ha a z a 0 inverze, akkor 1 = 0z = (0+0)x = 0z +0x = 1+1,
ahonnan 0 = 1 adédik. Innen 0 = Oa = la = a, azaz a gy(r(d trivialis, csak a 0 elembdl all. Kideriil,
hogy a szorzés invertalhatosaga nem kell, hogy ennél jobban sériiljon.

Def: A T gytrt ferdetest, ha (T'\ {0}, -) csoport. Ha a szorzas kommutativ, akkor T test.

Példa: (1) Q, R, C testek.

(2) Ha p prim, akkor Z, test, melynek a szokasos jelolése F,. (Lattuk, hogy Z, gytrd, és a kis Fermat

tétel mutatja a reciprok kiszamitasat.) Ha m nem prim, akkor (lattuk) van Z,,-ben nulloszt6, aminek
nincs reciproka, tehat Z,, nem test.

(3) A walds polinomok hdnyadosteste a kdvetkezs. R(x) := {s i p,q € Rlz],q # 0}. A miiveletek: % + T = psT-qu’ ill.
P

: L= % . (A polinomok héanyadosteste a legsziikebb, az R[z| gytir(it tartalmazo test. Ugyanazzal a konstrukcioval
kapjuk, mint racionalis szamtestet, mely a legsziikebb, az egészek gyfiriijét tartalmazo test.)

(4) Az {a+bv2: a,b € Q} halmaz is test, hiszen (a+bv/2)(a — bv/2) = a? + 2b% miatt létezik inverz. (v/2 helyett allhatna
Viis (0 <t €Qy).

(5) A kvaternidk ferdeteste a kovetkezs: {a + bi + cj + dk : a,b,c,d € R}. Az Osszeadast a természetes modon definialjuk,
a szorzasnal pedig hasznaljuk a Q-bel szorzast. Tény, hogy a szorzéasra van inverz, de nem egészen trivialis.
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Tétel: Minden véges integritasi tartomany test.

Biz: Az integritasi tartoméanyban a szorzas kommutativ, igy csak azt kell bizonyitani, hogy létezik a
szorzasnak egységeleme, és minden nemnulla elemnek van reciproka, azaz a szorzasra vonatkozo inverze.
Legyen R véges integritasi tartomany, és legyen 0 # a € R. Ha ab = ab/, akkor 0 = ab + (—ab’) =
ab + a(=bV") = a(b + (=V')), ezért a nullosztomentesség miatt b + (—=b') = 0, azaz b = V. Eszerint
az ari,arg, ... elemek mind kiilonb6zdek (ahol R = {ry,ro,...}), igy R végessége miatt a teljes R
halmaz eldall: R = {ar : r € R}. Van tehat olyan e € R, melyre ae = a. Azt szeretnénk igazolni,
hogy e a szorzas egységeleme, azaz be = b minden b € R esetén. A szorzds kommutativitdsa miatt
ab = (ae)b = a(eb) = a(be), azaz 0 = a(be) + (—ab) = a(be) + a(—b) = a(be + (b)), amibsl a
nullosztomentesség miatt be + (—b) = 0, azaz eb = be = b adodik. Tehat R valoban egységelemes.

Lattuk, hogy rogzitett 0 # a € R esetén R minden eleme el6all ar alakban (alkalmas r € R-re). Ez
persze e € R-re is igaz, tehat 1étezik olyan r € R, melyre ar = e, azaz barmely 0 # a-nak létezik inverze,
vagyis R csakugyan test. g

Ko6v.: Z,, test, hiszen lattuk, hogy kommutativ gyiirt, és azt is hogy nullosztémentes, tehat Z, véges
integritasi tartomany.

Def: A T test primtest, ha nincs valodi részteste.

Megfigyelés: Q és F), (ha p prim) primtest, és mas primtest nincs.

Biz: Lattuk, hogy testek, és hogy 0 # 1. Legyen T primtest. Vilagos, hogy n := 1+ 1+ ...+ 1 [n-szer| benne van
T-ben. Ha n = 0 valamely n > 0-ra, akkor a 7' = Z,, a minimalis ilyen n-re. Mivel T test, ezért n prim. Ha n # 0 minden
n > 0O-ra, akkor 0,1,—1,2,—2,... mind T-beliek és kiilonbozsek, tehat Q C T'. A T test primtulajdonsaga miattt ekkor
Q="T. d

Tétel: Ha T véges test, akkor elemszama primhatvany.

Biz: A T test vagy primtest (ekkor a tétel trividlis), vagy van valodi részteste, és igy van egy valodi részteste is, mely
primtest, mondjuk Fp,. A T tekinthet§ a F), test felett vektortérnek, mely véges (mondjuk n) dimenzids, ha T véges. Ekkor
T elemszama p™, ami tényleg primhatvany. O

12. Algoritmusok hatékonysaga

A gyakorlatban szamos probléméat szamitogéppel, algoritmikus tton oldunk meg. Gyakran tobb ut is
kinalkozik a cél elérésére, és nyilvan azt érdemes valasztani, ami az adott problémét a leghatékonyabban
kezeli. Ilyenkor Ossze kell hasonlitanunk kiilénb6z6 algoritmusokat, de maskor is fontos lehet, hogy egy
eljaras gyorsasagaroél tudjunk valamit mondani. Egy algoritmust képzelhetiink gy, hogy egy mialtalunk
megadott bemenethez egy kimenetet &llit el6. A bemenetet gondolhatjuk a ,kérdésnek”, amit az algo-
ritmusnak feltesziink, a kimenet pedig a kérdésre a ,yalasz”. Nyilvan, minél ,nehezebb” a kérdés, annal
tobb id6t érdemes hagyni a szamitogépnek a véalaszra, azaz, anndl tobb lépést tehet az adott algorit-
mus. Hogyan kell hat a kérdés ,nehézségét” mérni? Egy célszertinek latsz6 maddszer az input ,hossza”:
tehat az, hogy hany bit a bemenet, vagyis milyen hosszan irtuk le a probléméat az algoritmus nyel-
vén. Az algoritmus meghataroz tehat egy f : N — N filiggvényt, mely minden n-re meghatarozza azt
az f(n)-t, ami az algoritmus legnagyobb lépésszama egy n hosszi bemenet esetén. (Itt feltételezziik,
hogy az algoritmus minden bemeneten elbb-utébb megall.) Ha egy A ill. A" algoritmus f ill. f’ 1é-
pésszamfiiggvényeire f < f’ all, akkor jogos az A algoritmust hatékonyabbnak tekinteni, mint az A’
algoritmust. Mi van azonban akkor, ha bizonyos n-ekre f(n) < f’(n), mas n-ekre pedig f(n) > f'(n)?
Nos, ekkor az érdekel minket, hogy az input méretének névekedtével milyen gyorsan né az algoritmus
lépésszama. A motivacio e mogott az, hogy nagyméretd feladatokat szeretnénk megoldani, és mig rovid
input esetén a nagyobb 1épésszam kompenzalhaté jobb szamitégéppel, a bemenet méretének noveked-
tével ez nem tehets meg. Konkrétabban: ha az A algoritmus lépésszdma n hosszii inputon 10° - n, a A’
algoritmusé pedig 2", akkor n < 21 esetén az A’ algoritmus hatékonyabb, n > 22-re pedig az A. Ha
tehat mondjuk 100 lépést tudunk megengedni az algoritmusnak, hogy belathat6 idén beliil eredményt
kapjunk, akkor az A algoritmus n < 10° méretti bemenetken mtikddik, mig az A’ algoritmus szamara
n < logy 1010 < logy(10%) % = Llog,10° < .10 < 34 4ll, azaz mar a 34 hossza bemenettel sem
képes megbirkdzni a program. A fenti példdban a lényeges kiilonbség a két algoritmuk kézott az volt,
hogy mig az els6 maximalis 1épésszdma az inputméret polinomjdval volt becsiilhets, addig a mésik al-
goritmus futésideje exponencidlis fliggvénye is lehetett a bemenet hosszédnak. Jobbnak tekintiink tehat
egy 1010 . 10" 16pésszami algoritmust, mint egy (1 + 10_1010)1071010‘” futasidejiit, még akkor is, ha
a gyakorlatban az el6bbi mar n = 2 méreti bemenet esetén kivitelezhetetlen, mig az utébbi akkor is
miikédik, ha a bemenet mérete a hihetetleniil hatalmas szamok vilagabol valo. Még egyszer tehat az
1984-be ill§ szabéaly:
A polinomiilis algoritmus j6, az exponencialis algoritmus rossz.
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(A rend kedvéért tegyiik hozzé, hogy ez igy nem igaz. Itt és most azonban polinomidlis lépésszamu
algoritmusok érdekesek a szamunkra.)

Megvizsgalunk néhény, szamokkal operald algoritmust hatékonysig szempontjabol. Az algoritmus
bemenete tehat néhany (altalaban két) szam, melyekkel mtiveletet végziink. Elgszor is gondoljuk meg,
mi egy szam hossza. Itt az ésszertd eljaras a szdmot a szokasos moédon megadni, ha nem is épp 10-es, de
2-es vagy mondjuk 16-os szamrendszerben. Ekkor n hossza log, n ill. log,sn lesz, amik (mivel konstans
szorzoban kiilonboznek) az algoritmus polinomidlis voltat nem befolyasoljak. (S6t, a polinom fokat sem,
csupan a fGegyiitthato valtozik.) Mi tehat szamrendszeralapi megadasban gondolkodunk, ekkor egy n
és m szam egyiittes mérete logn + logm lesz. A kérdés tehat, hogy ennek a szdmnak milyen fiiggvénye
egy-egy miivelet lépésszama.

Osszeadas: Az altalanos iskoldban tanult, irasbeli 6sszeadas remekiil mikodik mas szamrendesze-
rekben is. A miiveletigény minden helyiértéknél legfeljebb 2, hisz két szdmot adunk &ssze az adott
helyiértéken, plusz még egy esetleges maradékot az el6z6 helyiértékbdl. A 1épésszamra felss korlat tehat
a 2-max(logn,logm) < 2 (logn + logm), ami linearis, vagyis polinomialis. A kivonasra hasonlé igaz.

Szorzas: A szokasos irasbeli szorzas miikddik, és megvalosithato logn db 6sszeadéssal, ahol minden
Osszeadandé az m egy egyjegyi szdmmal Gsszeszorzott tobbszorose. Egy egyjegyd szammal m-t 2logm
lépésben Gssze lehet szorozni, ugyanis minden jegyet szorozni kell, és az esetleges maradékot a szorzathoz
hozzéadni. Tehat az 6sszlépésszam 2(logn)(logm) < (logn + logm)?, vagyis a szorzas polinomiélis. Az
irasbeli osztas is polinom id&ben elvégezhets, de sz6rozni kell pindurit, mikor megbecsiiljiik a soron
kovetkezd hanyadost.

Hatvanyozas: a n™ szam hossza mlogn, ami nem polinomialis fiiggvénye (logn + logm)-nek.
Mivel az algoritmus egy lépésben legfeljebb egy (pontosabban: konstans szamu) jegyét tudja kifrni az
eredménynek, mar az eredmény megadésa is exponencidlisan sok id6t igényel, vagyis altalaban nem lehet
polinomialis algoritmussal hatvanyozni.

Hatvanyozas modulo m: Legyen m = ), a;2, azaz m = ... aza1a0,, a kettes szdmrendszerbeli

alak. Sorra kiszamoljuk az ng,n1,na, ... szamokat, ahol ng = n(m), ny = n%(m),...,n; = n* (m). Az
nit1-t az n;1 = n?(m) alapjan egy szorzassal és egy maradékos osztassal kaphatjuk, rdadasul n; mérete
mindig legfeljebb log m lesz. Tehat egy n; kiszamitasa egy legfeljebb log m méretii szam négyzetre emelé-
sét és a legfeljebb 2logm méretd eredmény maradékos osztasat igényli. Az sziikséges n;-k kiszamitasédhoz
mindezt log m-szer kell megtenni. Az n™ meghatarozasat pedig n™ =[], a;in® = [[;2, a;ni(m) alap-
jan tovabbi, legfeljebb logm db, legfeljebb log m méret szam szorzasaval és logm db, legfeljebb 2logm
méretl szam maradékos osztasaval kapjuk. A modulo m hatvinyozas tehéat Gsszességében is polinomialis
eljaras.

Euklideszi algoritmus: Az euklideszi algoritmus egy 1épésében adott a; < b; esetén kell egy ma-
radékos osztast végezni, és meghatarozni azt a 0 < a;+1 < a;-t, melyre b; = ¢; - a; + a;41 all. A 1épések
soran az a; és b; mérete legfeljebb akkora, mint n és m mérete koziil a nagyobbik, tehat az Euklideszi
algoritmus minden lépése polinomialis id6t igényel. A nagy észrevétel, hogy a;12 < %, ezért a fentieket
legfeljebb log n-szer kell elvégezni, amitsl az eljards polinomiélis marad.

Primtesztelés: Egy adott n € N szamrol kell eldonteniink, hogy prim-e. A bemenet mérete logn, en-
nek polinomja lehet a lépésszam. Nem polinomidlis tehat sem az Erathosztenészi szita, mely 1épészszama
n-ben linearis (ami logn-ben exponenciélis), sem a naiv moédszer, mely szerint 1-t6] \/n-ig ellenérizziik
az oszthatosagot (y/n-ben linearis szamu osztassal).

A primtesztelés kemény dio. Létezik olyan determinisztikus algoritmus, mely egyuttal polinomialis
is, de ilyet csak a legutébbi id6ben taldltak. Ha azonban véletlen valasztést is megengediink, akkor
méar nem annyira nehéz hatékony eljarast talalni. A véletlen modszernek viszont az a sajatja, hogy ha
csekély valoszintiséggel is, de tévedhet. Olyan modszert mutatunk a tovabbiakban, mely csak egyiranyban
tévedhet, azaz egy primet sosem mond Osszetettnek de egy Osszetett szamot esetleg (,csillagészatian” kis
valoszintiséggel) primnek gondolhat. A teszt alapja az Euler-Fermat tétel. Eszerint, ha egy n szam prim,
akkor k"~! = 1(n) minden (k,n) = 1 esetén. Ha tehat (k,n) = 1 és k"~ ! # 1(n), akkor bizonyosan
tudjuk, hogy n Osszetett, jollehet, n egyetlen osztojat sem ismerjiik. Az ilyen k szamot az n szam
druldjanak nevezziik, hisz segitségével megtudtuk hogy n nem prim. Egy masik lehetség, hogy rajojjiink,
hogy n Osszetett, ha talalunk egy olyan 0 < k < n szamot, melyre (k,n) # 1. Ekkor az Euklideszi
algoritmus az n egy valddi osztojat is megtaldlja, ezért az ilyen k szdmok még t6bb informéaciot adnak
n-r6l. Az ilyen k szamok az n leleplezdi. Persze az is megtorténhet, hogy n Gsszetett, de egy 0 < k < n
szdmra k"' = 1(n) 4ll. Ekkor k az n cinkosa, hisz nem arulja el, hogy n Osszetett. Igaz viszont, hogy
ha van arulo, akkor az 1,2,...,n — 1 szamok kozott legalabb annyi arulé van, mint cinkos (és akkor a
leleplezdkrsl még nem is beszéltiink).

Allitas: Hal < ¢ < 9 < ... < ¢ < naznszam cinkosai, és a az n egy aruldja, akkor acy, aco, . . . ag
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az n szam paronként (modulo n) kiilénb6z6 aruloi.

Biz: Ha ac; = acj(n), akkor (a,n) = 1 miatt ¢; = ¢;(n), azaz ¢; = ¢;, tehat az aci, acy, . . . ac; szamok
valéban kiilonb6z6 maradékosztalyokbol valéak. Mivel ¢! = 1(n) és ™' # 1(n), ezért (ac;)" ™ =
a" et = @™ #£ 1(n), tehat a fenti szamok csakugyan arulok. O

(Egyébként a fenti bizonyitasnal kicsit tobb igaz: a modulo n redukalt maradékrenszer a szorzasra
csoport, és a cinkosok ennek részcsoportjat alkotjak. Ha van aruld, akkor a részcsoport indexe legalabb
2, igy a részesoport mérete legfeljebb fele a csoporténak.) A primtesztelésre egy lehetséges modszer tehét
a kovetkezd. Véletleniil valasztunk egy 0 < k < n szdmot. Ha k arul6ja vagy leleplezGje n-nek, akkor

kész vagyunk, n Osszetett. Ha k cinkos, akkor n-rél azt valészindsitjiik, hogy prim. Ezen az elgondolason
alapszik a Fermat-teszt.

Fermat-teszt
Bemenet: n € N. Kimenet: dontés, hogy n prim-e
begin
Legyen 0 < k < n véletlen szam
if (k,n) # 1, then STOP: n nem prim. (s6t: egy osztot is talaltunk)
else if k"' # 1 then STOP: n nem prim.
else STOP: ugy tinik, n prim
end if
end if

end

Persze a Fermat-teszt hibazhat, de az el6z6 allitas szerint a hibaja csak az lehet, hogy egy Osszetettet

szamot primnek mond. Riadasul, ha n-nek van druldja, akkor a hiba valdszintisége legfeljebb % Ha tehét

m-szer valasztunk (egymastol fliggetlen) véletlen szamokat, akkor a hiba valészintisége QL lesz, ami mar

m = 100-ra is elhanyagolhat6 a hardverhibabdl eredd tévedés valdszintiségéhez képest. Jegyezziik meg,
hogy a t6bbszor (mondjuk 100-szor) megismételt Fermat-teszt polinomiélis szamu, polinomialis idében

elvégezhet§ 1épést hasznal.

Van azonban a Fermat-tesztnek egy hibaja. Csak akkor miikédik, ha Ilétezik n-nek aruléja. Vannak azonban olyan
szamok (az t.n. dlprimek, vagy méas néven Carmichael sziamok), melyeknek csak cinkosai és leleplezdi vannak (utobbiak
elenyész§ szamban). Az ismételt Fermat-teszt ezeket a szdmokat majdnem biztosan primnek talalja. Olyan modszert
szeretnénk, amely a mégoly ritka alprimekre is teljesen megbizhatéan miikodik. A Fermat-teszt a {6 lépésében azt ellendrzi
hogy vajon n | k"~! — 1 teljesiil-e. Ha ugyanis n prim, akkor ez minden 0 < k < n-re teljesiil. Ennél azonban t&bb is igaz.
Ha ugyanis n — 1 = 2¢ - ¢, ahol ¢ paratlan, akkor

B = (R =) (R DR DR 1) (R M

és ha n prim, akkor (1) jobboldalanak valamelyik tényezGjét is osztja. Hidba oszthato tehét a baloldal n-nel: ha a jobboldal
egyetlen tényezéje sem n tobbszorsse, akkor n Gsszetett, és k az n szam egy Carmichel értelemben vett druldja'?. Tgaz,
hogy minden Osszetett szam redukalt maradékrendszerének legalabb %—edrésze Carmichael értelemben vett drul6. Ezért az
(1) jobboldalan allo szorzat tényezdinek n-nel valo oszthatosagat vizsgald Miller- Rabin teszt egy Osszetett szamrol legalabb

% valoészintiséggel azonnal megallapitja, hogy nem prim.

Miller-Rabin teszt
Bemenet: n € N. Kimenet: dontés, hogy n prim-e
begin
Legyen 0 < k < n véletlen szam
if (k,n) # 1, then STOP: n nem prim. (s6t: egy osztot is talaltunk)
else if k7 = 1 then STOP: n valoszintileg prim.
else i:=0, loop while i<t
if k2 = —1 then STOP: n vszg prim
else i:=i+1; end if
end loop
end if

end if

STOP: n Gsszetett.
end

2Figyeljiik meg, hogy ha k cinkos, de Carmichael értelemben vett aruld, akkor az (1) jobboldalan 4ll6 tényezdk vala-
melyike leleplezd, igy az Euklideszi algoritmussal megtalalhaté n egy osztdja is.
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A Miller-Rabin tesztet fliggetleniil valasztott véletlen szamokkal 50-szer megismételve a hiba valosziniisége gyakorlatilag
0-ra csokken. A Miller-Rabin teszt hatékonysagarol érdemes megemliteni, hogy sokkal jobb, mint ahogy azt az elméleti
becslés mutatja: minddssze egyetlen olyan szam van 1 és 2,5 - 1010 kézott, melyet Gsszetett, és ez a k = 2, 3,5, 7-tel vald
tesztek utan nem deril ki.

13. Nyilvanos kulcst titkosirasok

A nyilvanos kulcsu titkosiras az egyiranyu fiiggvény létezésére épit. A pontos definicié helyett nagyjabol
azt lehet mondani, hogy egyiranyi fiiggvénynek neveziink egy f : X — X fliggvényt, ha f bijekcio, mely
hatékonyan (azaz polinomialis id6ben, és a gyakorlatban is gyorsan) szamithato, azonban a forditott
irdnyt f~! lekpépezés kiszamitasa pusztan f ismeretében reménytelen. (Pl. ha megvan a telefonkonyv,
akkor egy adott személyhez hamrar telefonsziamot tudok rendelni, de egy telefonszamhoz az eldfizetd
megtalalasa mar korantsem ilyen hatékony csupan a telefonkonyvben bogaraszva). Elképzelhets, hogy f
egyiranyu fiiggvény, és f~! kiszamitasara is létezik hatékony eljaras. Persze ennek megtaldlasa pusztan
f ismeretében (az egyiranyusag definicidja szerint) reménytelen. Utobbi fiiggvényeket nevezziik kiskapus
eqyirdnyi figguényeknek. Rossz hir, hogy bar a nyilvanos kulcsu titkosirasi rendszerek erre a feltételezésre
épitenek nem tudjuk, vajon léteznek-e kiskapus egyiranyu fiiggvények. Vannak azonban fiiggvények, me-
lyekrl azt sejtjiik, hogy ilyenek, de ezt bebizonyitani nem tudjuk. (Igy aztan mindig van min dolgozniuk
a rejtjelfejtd szakembereknek.)

Egy titkosirasi rendszernél rogzitjiik a X ABC-t: ennek a jeleivel irjuk le az tizeneteinket. A kddoland6
M iizenetrsl (M, mint message) feltehetd, hogy t betiib6l 4ll, azaz M € 3, hiszen a hosszabb iizenetet ¢
hosszusagu blokkokra vaghatjuk, és minden blokkot kiilon tizenetnek tekinthetiink. A lehetséges tizene-
teket azonosithatjuk egy 0 és |X|* — 1 kozotti egész szammal pl azaltal, hogy ¥ elemeit a 0,1,...,]|3%] —1
szamoknak, magat az tizenetet pedig egy |X| alapt szamrendszerben felirt szamnak gondoljuk. A nyil-
vanos kulesu titkosirasi rendszert egy kiskapus egyiranya f : {0,1,2,...,n — 1} — {0,1,2,...,n — 1}
fiiggvény irja le', melyet egy G.n. nyilvdnos kulcs segitségével egyértelmtien megadunk, és mindenki szé-
mara hozzéaférhetvé tesziink. Feltételezziik tovabba, hogy a célszemély (nevezziik A-nak; § az, akinek
a titkositott iizenetet el akarjuk juttatni) képes f~! hatékony szamitasara, mert rendelkezik az f—'-t
leird titkos kulccsal. Ha tehat el szeretnénk juttatni A-nak egy M iizenetet, nincs méas dolgunk, mint
kiszamitani M’ = f(M)-t, melyet a nyilvanos kulcs ismeretében konnyen megtehetiink. Ezutan M-t
batran elkiildhetjiilk A-nak. Ebbsl A hatékonyan ki tudja szamitani f~*(M’') = f=Y(f(M)) = M-,
vagyis el tudja olvasni a pontos iizenetet. Barki mas, aki utkozben lehallgatja az M’ kodolt tizenetet,
nem tudja abbol M-t kihAmozni, hisz még f-t ismerve sem tudja f~1(M)-t megtalalni'®.

A nyilvanos kulesu titkosiras alkalmas a digitdlis aldirds megvaldsitdasara is, azaz segitségével bi-
zonyithaté, hogy egy adott iizenet kitsl érkezett. Nevezetesen, ha minden szereplének van egy kis-
kapus egyiranyu fiiggvénye, pl. A-e fa, mig B-é fp, akkor ha B ala akarja irni az m iizenetét, ak-
kor A-nak az M’ = fa(fg"(M))-t kiildi el, amit A vissza tud fejteni f,' és fp ismeretében, hiszen
fe(fa (M) = fa(fa (Ffa(f5 (M) = fo(f5'(M)) = M. Réadasul A barki més (pl. a birosig)
szamara is bizonyitani tudja, hogy az lizenetben az all, amit &llit, és hogy az ilizenet B-t6l ered, hisz ha
megmondja M-t, és M* := f; (M) = fi' (fa(fz'(M))) = f5'(M)-t, akkor abbol barki ellendrizheti
a nyilvanos kulcs ismeretében, hogy M = fp(M™*), vagyis, hogy B valoban alairta az M iizenetet.

Nézziik meg, hogyan lehet a fenti sémat megvaldsitani, azaz hogyan lehet egy kiskapus egyiranyu
fiiggvényt megadni. Legyen p és ¢ két primszam, és legyen n := pg, m = ¢(n) = (p — 1)(g — 1).
Valasszunk egy 1 < e < n szamot, melyre (e, m) = 1 teljesiil (ilyen e-t kdnnyen talalhatunk), és legyen
f(M) := M¢(mod n). Ezéaltal f : {0,1,2,...,n — 1} — {0,1,2,...,n — 1} leképezés egy kiskapus
egyiranyu fliggvény lesz. A nyilvanos kulcs tehat n és e megadasa, hiszen ennek segitségével barki
hatékonyan ki tudja f-t szamitani.

Az inverzleképezés kiszamitasahoz elgszor megoldjuk d-re az ed = 1(m) kongruenciat, amit (e, m) = 1
miatt egyértelmiien (és hatékonyan) megtehetiink. Aki nem ismeri m-t, annak ez a feladat (tugy hissziik)
reménytelen. Az inverzleképezés pedig f~1(X) := X4 (mod n) lesz. Valoban:

FUFM)) = X0 = (X9 = X4 = XImHl = XIm . X = (X™)!. X =1'- X = X(mod n) ,

13 Ahhoz, hogy minden lehetséges iizenet kodolhato legyen, az sziikséges, hogy n > ||t alljon.

HMhelyesebben egy M’-nek megfelel§ karaktersorozatot, azaz ' egy elemét, ahol ¢/ >t

15Nem art azért picit 6vatosnak lenni. Ha a lehallgaté tudja, hogy az iizenet pl. egy harci cselekmény kezddnapjat jelzi,
akkor a nyilvanos kulcs ismeretében kiszamithatja az f(hétfs), f(kedd), ..., f(vasarnap) értékeket, és ha ezek egyikét
fogta el, akkor mindent tud. Szoval nem érdemes ilyen butan {izenni. Szerencsére vannak technikak, melyekkel ez a fajta
tamadas kivédhets. (Pl. minden t-es blokk egy kell§en nagyméretii végszelete véletlen jeleket tartalmaz.)
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az. Euler-Fermat tétel miatt. (Itt kell, hogy (X,n) = 1, de konnyen belathato, hogy ez p | X és ¢ | X
esetén is igaz.) Tehat n és d ismeretében az inverzleképezés is hatékonyan szamithato. Raadasul n és d
hatékonyan megkaphato p, g és e ismeretében.

Miért gondoljuk, hogy a fent leirt f fliggvény valéban kiskapus egyirdnyu fiiggvény? Csupan az
egyiranyusag szorul indoklasra, a kiskaput lattuk. Tébb jel mutat arra, hogy ha e-t jol valasztjuk (ennek
mikéntje nem fér bele a jelen jegyzet kereteibe; lényeg, hogy 1étezik altaldnosan elfogadott médszer, mely
biztositja, hogy e alkalmas legyen), akkor n és e ismeretébdl d meghatarozasa hasonléan nehéz, mint n
primtényezdikre bontasa. Az altaldnos hiedelem szerint pedig ez reménytelen, ha a p és ¢ primszamok
kellsen nagyok. (Jelenleg a legalabb 200-jegytekben hisznek). (Természetesen ezért van, hogy elGszor
a primeket valasztjuk, és azokbol adodik n.) Csak az van hatra, hogy miként taldlunk alkalmas p és ¢
primeket. Mivel van hatékony primtesztiink, ezért véletlen szdmokat generalva proba-szerencse alapon
keresiink. Kérdés, hogy taldlunk-e belathaté idén beliil primet. A valasz igen a szamelmélet egyik fontos
eredménye, hogy a prlmek stirtisége n kozelében nagyon jo kozelitéssel —, azaz e'%0 kérnyékén véletlen
szamokat valasztva kb. m valoszintséggel primet talalunk. Vagyis 200 probalkozas utan gyakorlatilag
biztosan akad prim a horogra.
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