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BevezetésEz a jegyzet a BME-n, a 2005/2006-os tanév második félévében az informatikus-hallgatók szá-mára el®adott �Bevezetés a számításelméletbe II.� 
. el®adáshoz kap
solódik, és els®sorban az említetttárgyból történ® vizsgára való felkészülés segédanyaga. Nem pótolja azonban a rendelkezésre álló, könyv-formátumú jegyzetet, amellyel számos tekintetben egyezik. El®nye talán mégis annyi, hogy szorosabbankap
solódik az órán leadott anyaghoz, és így kon
entráltabban tartalmazza a vizsgán számonkért tu-dást. Jelen jegyzet valamennyire túl is mutat azonban az el®adáson elhangzottakon, így olyan részeket istartalmaz, amik nem hangzottak el az el®adáson, illetve amiket nem kérünk számon a vizsgán. Ha tehátvalaki egészen véletlenül komolyabban érdekl®dik egy-egy témakör iránt (bár, ®szintén szólva, szkep-tikus vagyok ezzel kap
solatban), azok számára odabiggyesztettem néhány, általam érdekesnek ítéltmegjegyzést. Ezek lábjegyzetben1 ill. apró bet¶s szedéssel olvashatóak. Ne felejtsük el azonban, hogy ezek
supán a tananyagot kiegészít® megjegyzések: ahhoz, hogy egy adott anyagrészben valaki ténylegesenelmélyülhessen, a megfelel® szakirodalmat (is) 
élszer¶ tanulmányoznia.A bizonyítások végét olyan kisko
ka jelzi, mint amilyen pl. ebben a sorban is áll. �Hogyan is jött létre a jegyzet? Egy el®adássorozat tervezésekor az el®adónak 
élszer¶ saját hasz-nálatára vázlatot készítenie az elhangzó anyagról, hogy az minél egységesebb és szervesebben felépül®lehessen. Hála a korszer¶ te
hnológiák elharapózásának, immár ott tartunk, hogy nem lényegesen bo-nyolultabb egy ilyesfajta anyagot digitálisan szerkeszteni ill. tárolni, mint a hagyományos papíralapon2.A jegyzet els®sorban tehát az el®adó saját segédanyagaként került összeállításra. Ennek egy következ-ménye, hogy a stílus meglehet®sen tömör. Nem kell meglep®dni, ha egy-egy mondat teljes megértéséhezakár több dolgot is át kell gondolni. Szeren
sére nem bukkannak fel lépten-nyomon ilyen mondatok.Minden er®feszítés ellenére valószín¶leg számos hiba maradt az alábbi jegyzetben. Lehetne perszetöbb is. Szeren
sére voltak, akik segítettek. Úgyogy köszönetet mondok mindenkinek, aki részt vettaz anyag javításában, köztük számos villamosmérnök-hallgatónak, akik a jegyzet korábbi verziójábanéktelenked® problémákra hívták fel a �gyelmem. Természetesen minden megmaradt hibáért a felel®sségegyedül a szerz®é. Az ezekkel kap
solatos megjegyzéseket és a konstruktív hozzászólásokat köszönettelfogadom a fleiner�
s.bme.hu 
ímen.Jelen jegyzet jelent®s része szellemi termék, és nem
sak a szerz®é. Terjeszti a BME Számítástu-dományi és Informá
ióelméleti Tanszéke, forgalombahozatala önköltségi áron történik. A szerz®i jogoktekintetében a szerz® elképzelései az alábbiak. A jegyzet jelenlegi formájában másolható, terjeszthet®, dekizárólag a szerz® és a forrás pontos megjelölésével és ingyenesen. Ugyanez a megkötés örökl®djék mindenolyan szerz®i jog hatálya alá es® dologra, ami a jelen munka fenti típusú felhasználása során származik.Az emített®l eltér® 
élú felhasználáshoz (pl. a jegyzet szerkesztéséhez, átdolgozásához, árusításához)jelen munka szerz®jének engedélye szükséges.A jegyzet reményeim szerint karbantartott változata a www.
s.bme.hu/~fleiner/bsz052weblapróltölthet® le.Minden olvasónak sikeres felkészülést és eredményes vizsgázást kívánok.Budapest, 2006. május 10. Fleiner Tamás

1Mint pl. ez is, itt.2illetve dehogyisnem... Valaha egy vázlatos anyag volt a jegyzet ®se: akkor ez még (többé-kevésbé) igaz volt rá. Kés®bbelkezdett b®vülni, és egyre inkább jegyzetformája lett. Na ez már egy pinduri kis szöszmötöléssel járt.2



1. Euler és Hamilton bejárásokDef: A G = (V, E) gráf Euler-útja (Euler-köre) a G gráf egy olyan (zárt) élsorozata, amely G mindenélét pontosan egyszer tartalmazza.Voltaképpen a G gráf éleinek olyan bejárásáról van szó, melyben minden élt pontosan egyszer érintünk. A rejtvényújsá-gokban szokásos �rajzoljuk le egy vonallal, a 
eruza felemelése nélkül� típusú fejtör® absztrakt változata: ha a lerajzolandóábrát egy (síkbarajzolt) gráfnak tekintjük, melynek 
sú
sai az ábra 
somópontjai, élei pedig a 
somópontok között futóívek, akkor pontosan abban az esetben oldható meg a feladvány, ha létezik az említett gráfnak Euler-útja.A gráfelmélet születésének a �Königsbergi hidak problémájának� megoldását szokás tekinteni. Történt ugyanis, hogy1736-ban Leonard Euler megválaszolta városa, a porosz Königsberg polgárait izgalomban tartó kérdést, miszerint miért nemsikerül száraz lábbal olyan sétát tenniük, melyben a Pregolia folyó hét hídjának mindegyikén pontosan egyszer haladnakát, és mindeközben vízijárm¶vet nem vesznek igénybe.

1. ábra. Königsberg a XVIII. században, és Kalinyingrád a XXI.-ben.Euler meg�gyelte, hogy az egyes szárazföldeket 
sú
soknak, a hidakat pedig közöttük futó éleknek tekintve éppenegy minden élt pontosan egyszer tartalmazó élsorozat létezése a kérdés. A konkrét esetben pedig nem teljesül az alábbkövetkez® szükséges feltétel.3Állítás: Ha a véges G gráfnak létezik Euler-köre, akkor G minden 
sú
sának páros a fokszáma. Ha
G-ben létezik Euler-út, akkor G-nek 0 vagy 2 páratlan fokú 
sú
sa van.Biz: A séta éleit az azokon való áthaladás szerint irányítva minden 
sú
s befoka azonos lesz akifokával, kivéve esetleg az els® és utolsó 
sú
sot. A fokszám pedig a kifok és befok összege, tehát aholezek egyenl®ek, ott páros. �Az iménti szükséges feltételnek az értelmes megfordítása is igaz.Tétel: 4 Ha a G = (V, E) gráf véges és összefügg®, akkor1. G-nek pontosan akkor van Euler-köre, ha G minden 
sú
sa páros fokú, ill.2. G-nek pontosan akkor van Euler-útja, ha G-nek 0 vagy 2 páratlan fokú 
sú
sa van.Biz: 1.: A szükségesség a fenti meg�gyelésb®l következik. Az elégségességet G élszáma szerinti in-duk
ióval bizonyítunk. 0-él¶ gráfokra a tétel nyilvánvalóan igaz. Tegyük fel, hogy m-nél kevesebb él¶gráfokra a tételt már bebizonyítottuk, és legyen G-nek m éle.3Jegyezzük meg, hogy Königsberg mai neve Kalinyingrád, és a Kalinyingrádi Orosz Exklávé székhelye. Az exklávéannyit tesz, mint Oroszország olyan összefügg® komponense, mely nem tartalmazza Moszkvát. Szomszédai Litvánia ésLengyelország, így 2004 óta az EU veszi körül Oroszország egy részét. Kalinyingrád stratégiai jelent®sége abból fakad,hogy ez az Orosz Föderá
ió az egyetlen fagymentes északi kiköt®je, a szovjet balti �otta korábbi állomáshelye.Königsberg tehát a gráfelmélet böl
s®jének tekinthet®. A matematika szempontjából azonban nem
sak emiatt fontos,hiszen szülötte volt a számelmélész Christian Goldba
h (akinek sejtésére kés®bb térünk ki), a geométer David Hilbert dea számelmélett®l a Fourier-analízisig számos területet m¶vel® Rudolf Lips
hitz és még sokan mások is. A város a korabeliszellemi életnek szintén az egyik központja volt: innen származik például a �lozófus Immanuel Kant és a �zikus GustavKir
hho�, utóbbiról szintén szó lesz nemsokára.Eulerr®l egy érdekes tény még, hogy ha a ma kombinatorikával foglalkozó matematikusoknál megvizsgáljuk ki volt adoktori témavezet®jének a doktori témavezet®jének a ... stb, akkor az esetek jelent®s részében Leonard Eulerig jutunk: ajelen jegyzet szerz®je is az ® köbükunokája. A hidakra visszatérve említést érdemel még, hogy a korabeli hét hídból kett®már nem áll, épült viszont másik kett®, melyek egészen más szárazföldeket kötnek össze. A kalinyingrádi hét híd bejárásaennek ellenére továbbra sem lehetséges: a jelenlegi gráf izomorf az Euler korabelivel. (Ld. az ábrát)4Az egyik els® gráfelmélettel foglalkozó könyvben a tétel els® része így szerepel: Egy véges G gráfnak akkor és 
sakakkor van Euler-köre, ha G összefügg® és páros. Tanulságos meggondolni, miért is nem igaz ez az állítás.3



G-ben létezik egy C kör, mert minden fokszám legalább kett®: haelindulunk G egy tetsz®leges 
sú
sából, és mindig 
satlakozó élekenlépünk tovább, akkor egyszer egy korábban érintett v 
sú
sba kelljutnunk, hisz els®fokú pont híján sosem akadhatunk el. A v 
sú
s kétérintése között pedig éppen egy kört jártunk be.Tekintsük a G′ = G − C gráfot, mely C éleinek törlésével kelet-kezik G-b®l. G′ minden egyes komponense véges, öf, m-nél kevesebbélt tartalmaz, és minden fokszáma páros, ezért az induk
iós felte-vés miatt minden komponensnek van Euler-köre. A G Euler-körétúgy kapjuk, hogy C egy v 
sú
sából indulva C élein haladunk vé-gig, azonban mikor egy nemtriviális komponensbe érkezünk, akkor azadott komponens Euler-köre szerint haladunk tovább, majd miutánazzal végeztünk, folytatjuk a C kör bejárását. (Itt felhasználtuk, hogyha egy komponensnek van Euler-köre, akkor van olyan Euler-köre is,aminek kezd®- (és így végpontja) a komponens egy adott 
sú
sa.) Akapott élsorozat nyilván G Euler-köre lesz.
C

Cv

v

2.: Ha G minden 
sú
sának foka ps, akkor 1. miatt létezik Euler-kör, ami egyúttal Euler-út is.Egyébként húzzunk be G ptn fokú 
sú
sai között egy új e∗ élt. 1. miatt a keletkez® G′ gráfnak létezikEuler-köre, feltehetjük, hogy e∗ a kör utolsó éle. Az e∗ él Euler-körb®l való törlésekor éppen G egyEuler-útját kapjuk. �Def: A G gráf Hamilton-köre (Hamilton-útja) a G olyan köre (útja), mely G minden 
sú
sát tartal-mazza.Megjegyzés: Mivel egy körben (útban) szerepl® minden 
sú
s különböz®, ezért a Hamilton-kör(Hamilton-út) a G gráf olyan bejárása, mely G minden 
sú
sát pontosan egyszer érinti.Állítás: Ha a véges G gráfban létezik Hamilton-kör (ill. Hamilton-út), akkor G-nek k tetsz®legespontját törölve, a keletkez® gráfnak legfeljebb k (ill. k + 1) komponense van.Biz: Ha a G gráf maga egy Hamilton-kör (Hamilton-út), akkor az állítás világos. Ha G-nek továbbiélei is vannak, akkor a pontok törlése után keletkez® komponensek száma 
sak 
sökkenhet. �Megjegyzés:A fenti állítás egy szükséges, ám nem elégséges felté-tel. A Petersen-gráfnak nin
s Hamilton-köre, noha teljesíti a feltételt.Ha volna Hamilton-köre, akkor 3 színnel színezhetnénk az éleit úgy,hogy az azonos szín¶ élek pként diszjunktak legyenek. (A Hamilton-kör 10 élére kell 2 szín, a kimaradó élek pedig diszjunktak, mivel aPetersen-gráf 3-reguláris.) Márpedig a küls® ötszög és a hozzá 
satla-kozó élek 3-színezése (a szimmetria miatt) lényegében egyértelm¶, ésez nem terjeszthet® ki globális 3-színezéssé.Ha a Petersen-gráf küls® köréb®l a, bels® köréb®l pedig b 
sú-
sot hagyunk el, akkor a küls® ill. bels® körön keletkez® komponensekszáma legfeljebb a ill. b, vagyis a gráfnak nem keletkezhet összességé-ben a + b-nél több komponense. A Petersen-gráfVannak azonban jól használható, elégséges feltételek is Hamilton-kör létezésére.Dira
 tétele: Ha az n-pontú (n ≥ 3), egyszer¶ G gráf minden pontjának foka legalább n
2 , akkor

G-nek van Hamilton-köre.Ore tétele: Ha az n-pontú (n ≥ 3), egyszer¶ G gráf olyan, hogy uv 6∈ E(G) esetén d(u) + d(v) ≥ n,akkor G-nek létezik Hamilton-köre.Megjegyzés: Ha egy gráfra teljesül a Dira
 feltétel, akkor teljesül rá az Ore is. Ezért a Dira
 tételkövetkezik az Ore tételb®l.Pósa tétele: Ha az n-pontú (n ≥ 3), egyszer¶ G gráf fokszámai d1 ≤ d2 ≤ . . . ≤ dn, és minden k < n
2

esetén
dk ≥ k + 1, akkor G-nek létezik Hamilton-köre.Állítás: Ha egy gráfra teljesül az Ore feltétel, akkor teljesül rá a Pósa is. Ezért az Ore tétel következik a Pósa tételb®l.Biz: Indirekt. Legyen dk ≤ k valamely 1 ≤ k < n

2
-re, és legyen U a k legkisebb fokú pont halmaza. Bármely U -belipont fokszáma legfeljebb k, így bármely két U -beli pont fokszámösszege kisebb, mint n, ezért az Ore feltétel miatt U teljesgráfot feszít. Minden U -beli pontból tehát k − 1 él indul U -beli ponthoz, ezért legfeljebb 1 él indulhat U -n kívülre. k < n

2miatt létezik tehát V (G) \ U -nak olyan v pontja, mely U egyetlen pontjával sin
s összekötve. Ekkor tetsz®leges u ∈ U
sú
sra u és v fokszámösszege legfeljebb k + (n − k − 1) = n − 1, ami ellentmond az Ore feltételnek.Chvátal tétele: Legyen G n-pontú (n ≥ 3), egyszer¶ gráf, melynek fokszámai d1 ≤ d2 ≤ . . . ≤ dn. Tegyük fel, hogyminden olyan k < n
2
-re, melyre dk ≤ k teljesül, fennáll a dn−k ≥ n−k egyenl®tlenség. Ekkor G-nek létezik Hamilton-köre.Másrészt, ha a d1 ≤ d2 ≤ . . . ≤ dn fokszámsorozatra nem teljesül az el®z® feltétel, akkor van olyan gráf, melynek nin
sHamilton-köre, és d′1 ≤ d′2 ≤ . . . ≤ d′n fokszámsorozatára teljesül, hogy di ≤ d′i ∀i = 1, 2, . . . , n.Megjegyzés: Ha egy gráfra teljesül a Pósa feltétel, akkor teljesül rá a Chvátal is. Ezért a Pósa tétel következik azChvátal tételb®l. 4



Az Ore tétel bizonyítása: Legyenek G egy ellenpélda a tételre. Mi-vel új élek behúzása nem rontja el az Ore-tulajdonságot, feltehetjük, hogy
G-ben bármely új él behúzása létrehoz egy Hamilton-kört, azaz G bár-mely két összekötetlen pontja között vezet Hamilton-út. Ha tehát u és vnem szomszédosak, akkor létezik egy P Hamilton-út u-ból v-be, feltehet-jük, hogy ez az út az u = v1, v2, v3, . . . , vn = v sorrendben tartalmazza G
sú
sait. Ha most v1vk a G gráf éle, akkor vk−1vn nem lehet G éle, mert
v1, v2, . . . , vk−1, vn, vn−1, vn−2, . . . , vk, v1 egy Hamilton-kör lenne, ellentét-ben G választásával. v2

v1

vk−1
vk

vnHa tehát v1 szomszédai a vi1 , vi2 , . . . , vim

sú
sok, akkor vn-nek nem lehet szomszédja a

vi1−1, vi2−1, . . . , vim−1 
sú
sok egyike sem, azaz vn szomszédainak száma legfeljebb n − 1 − m lesz,vagyis d(v1) + d(vn) ≤ m + n − 1 − m = n − 1 < n, ellentmondás. �A Chvátal tétel bizonyítása: Feltehetjük, hogy G 
sú
sai az 1, 2, . . . n pontok, és d(1) ≤ d(2) ≤ . . . ≤ d(n).Indirekt bizonyítunk, legyen G egy ellenpélda a tételre. Mivel új élek behúzása nem rontja el a Chvátal-tulajdonságot,feltehetjük, hogy G-ben bármely új él behúzása létrehoz egy Hamilton-kört, azaz G bármely két összekötetlen pontjaközött vezet Hamilton-út. Ha tehát k és l nem szomszédosak, akkor az Pkl Hamilton-úton a k szomszédait megel®z®pontok Vkl halmazából nem futhat él l-be, mert akkor lenne G-ben Hamilton-kör. Ezért (�gyelembe véve, hogy k ∈ Vkl)
d(k) + d(l) ≤ d(k) + (n − 1) − d(k) = n − 1 teljesül. (Ez idáig tkp az Ore tétel bizonyítása.)Válasszuk most a nem szomszédos k, l pontokat úgy, hogy d(k)+d(l) maximális legyen. (Világos, hogy d(k) ≤ 1

2
(d(k)+

d(l)) ≤ n−1
2

< n
2
.) Mivel nem Vkl pontjait választottuk k helyett, ezért d(i) ≤ d(k) áll minden i ∈ Vkl-re. Eszerint

d(d(k)) ≤ d(k), így a Chvátal feltétel miatt d(n − d(k)) ≥ n − d(k) áll, vagyis G-nek legalább d(k) + 1 olyan pontja van,mely legalább n − d(k)-fokú. d(k) < n
2
miatt van tehát e pontok között egy l′, mely nem szomszédja k-nak, de ekkor

d(k) + d(l′) ≥ d(k) + n − d(k) = n > d(k) + d(l), ellentmondásban l választásával. �Megjegyzés: Ha 
sak a fokszámsorozat alapján kell megmondani, van-e biztosan Hamilton-kör a gráfban, akkor nemállíthatunk er®sebbet a Chvátal tételénél. Tetsz®leges n ∈ N-re és tetsz®leges k < n
2
-re létezik ugyanis olyan n-pontú,egyszer¶ gráf, melynek nin
s Hamilton-köre, de k db k-adfokú, (n − 2k) db (n − k − 1)-edfokú és k db (n − 1)-edfokúpontja van. (Az innen adódó fokszámsorozat 
sak k-ra sérti meg a Chvátal feltételt. Bármely fokszám megnövelésévelpedig teljesül a Chvátal feltétel.) Legyenek ugyanis az A, B, C ponthalmazok rendre k, k ill. n − 2k pontúak, húzzuk be

C-n belül az összes élt, továbbá kössük össze B minden pontját az összes többi ponttal. A fokszámok a fentiek lesznek, de
B elhagyásával k + 1 komponens keletkezik, nem található tehát a gráfban Hamilton-kör.2. Hálózati folyamokA továbbiakban olyan irányított gráfokat vizsgálunk, melyek minden éléhez tartozik egy, az adott éltvalamilyen szempontból jellemz® szám. Az ilyen, számozott élekkel rendelkez® gráfok több gyakorlatiprobléma esetén nagyon természetesen bukkannak fel, elég itt az algoritmuselméletb®l kés®bb tanultPERT problémára utalni. Mi itt most egy másik modellel foglalkozunk. Hálózatnak nevezünk egy olyan
(G, s, t, c) négyest, amelyben G egy irányított gráf, aminek s és t különböz® 
sú
sai, továbbá G minden eélét jellemzi egy nemnegatív c(e) szám, az e él ú.n. kapa
itása. Nem követelmény, hogy a G gráf a
iklikuslegyen: irányított köröket is megengedünk.A G gráfot szemléletesen egy számítógéphálózat modelljének gondolhatjuk: G minden 
sú
sa egy-egy számítógép, és az
s 
sú
sban található számítógépr®l szeretnénk informá
iót küldeni a t 
sú
sbelibe. Az irányított élek a gépeket összeköt®,kommunkiká
iós 
satornáknak felelnek meg. Minden ilyen 
satornán 
sak egy irányba küldhet® informá
ió, továbbá minden
satornának adott a maximális sávszélessége is. Egy más személet alapján egy 
s®hálózat modelljének tekinthet® a hálózat,ahol s-ben tápláljuk a hálózatba a t-be szállítandó folyadékot. A 
sú
spontok közötti kap
solatot reprezentáló élek ittegy-egy 
s®nek felelnek meg, melynek c(e) kapa
itása azt fejezi ki, mennyi folyadékot lehet az adott 
sövön egységnyiid® alatt továbbítani. (A hasonlat annyiban sántít, hogy egy szokványos 
sövön bármerre lehet a folyadékot szállítani,míg a modellbeli irányított élek ezt 
sak egy irányba engedik meg. Azonban ha G minden irányított élének ellenkez®irányítású párja is ugyanakkora kapa
itású éle G-nek, akkor ez már valóban a kétirányú 
s®hálózat egy lehetséges modelljelesz. Ilyen értelemben tehát az irányított gráfmodell általánosabb a 
s®hálózatnál.) Természetes kérdés, hogy az adottkapa
itáskorlátok mellett mennyi a hálózat átbo
sátóképessége, azaz egységnyi id® alatt mennyi informá
ió ill. folyadékjuthat s-b®l t-be.5A (G, s, t, c) hálózatban folyamnak mondunk tehát egy olyan f függvényt, mely G minden éléhezegy számot rendel úgy, hogy5Ebben a bekezdésben az apró bet¶ arra utal, hogy bár hasznos dolog szemléletes jelentést tulajdonítani a vizsgálthálozati modellnek, mindez nem elegend® a folyamok és az azt követ® (Menger, párosítások) anyagrész elvárt szint¶megértéséhez. Tapasztalatom szerint számos hallgató pusztán e szemléletes jelentés ismeretével felvértezve vág neki avizsgának, és nem képes de�niálni az absztrakt fogalmakat (úgymint hálózat, folyam, folyamérték, st-vágás ill. vágáskapa
itása). Tisztelettel szeretnék mindenkit lebeszélni az efajta próbálkozásról.
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1. 0 ≤ f(e) ≤ c(e) teljesül G minden e élére, továbbá2. ∑{c(uv) : u ∈ V (G)} =
∑{c(vu) : u ∈ V (G)} áll Gminden, s-t®l és t-t®l különböz® v 
sú
sára.Az els® kapa
itás-feltétel azt fejezi ki, hogy a folyam minden élen legfeljebbkapa
itásnyi lehet, a második, ú.n. Kir
hho�-szabály azt mondja ki, hogyminden, s-t®l és t-t®l különböz® v 
sú
sra a befolyó folyam összmennyiségeazonos a kifolyó összfolyammal, tehát egyetlen 
sú
sban sem keletkezik vagyt¶nik el folyadék. A név egyúttal arra is utal, hogy a hálózati folyam fogalmaaz elektromos hálózatok elméletében is hasznos segédeszköz.

s

1

5

1

t

(1)

(1)

2
(0)

1

3

1

(3)

(0)

(1)

(1)
(0)

(1)

3
(0)

4

3

2
1

(1)

Hálózati folyam. A zárójelekben az f folyamáltal felvett értékek állnak.(3)

A folyamérték mf = 1 + 3 + 1 = 5 .A szaggatott vonal egy 5 érték¶ vágást jelöl.Az f folyam mf folyamértéke az a folyammennyiség, ami s-b®l kifolyik:
mf :=

∑

{f(sv) : v ∈ V (G)} −
∑

{f(vs) : v ∈ V (G)} .(Rendszerint nin
s ok arra, hogy s-be folyam érkezzen, hiszen onnan minél többet akarunk kijuttatni, deáltalában nem zárhatjuk ki ezt a lehet®séget sem. Az s-t elhagyó összfolyammennyiség kiszámításáhoztehát le kell vonni azt, ami s-be érkezik.)Az f folyam értékét máshogyan is kiszámíthatjuk. Legyen X a G 
sú
sainak egy s-t tartalmazó, de
t-t®l diszjunkt részhalmaza. Az X és V (G) \X között futó éleinek halmazát a hálózat egy st-vágásánaknevezzük. Az X által meghatározott st-vágás kapa
itása az X-b®l V \ X-be futó élek kapa
itásösszege,azaz ∑{c(xv) : x ∈ X 6∋ v ∈ V (G)}. Szemlélet alapján világos, hogy az X által meghatározott st-vágáskapa
itása fels® korlát a lehetséges folyam értékére. S®t, azt sem nehéz elhinni, hogy tetsz®leges f folyam
mf folyamértéke meghatározható úgy, hogy az X-b®l V (G)\X-be futó éleken haladó összfolyammennyi-ségb®l levonjuk a V (G) \ X-b®l X-be továbbított folyammennyiséget. Ezt a két tényt bizonyítjuk azalábbiakban.Állítás: Ha f a (G, s, t, c) hálózat egy folyama, és s ∈ X ⊆ V (G) \ {t}, akkor mf =

∑{f(xv) : x ∈
X 6∋ v ∈ V (G)} − ∑{f(vx) : x ∈ X 6∋ v ∈ V (G)}, továbbá mf ≤ ∑{c(xv) : x ∈ X 6∋ v ∈ V (G)}.Biz: Felhasználva, hogy minden s 6= x ∈ X-re P{f(xv) : v ∈ V (G)}−P{f(vx) : v ∈ V (G)} = 0 és 0 ≤ f(uv) ≤ c(uv),kapjuk, hogy

mf =
X

{f(sv) : v ∈ V (G)} −
X

{f(vs) : v ∈ V (G)} =
X

x∈X

(
X

{f(xv) : v ∈ V (G)} −
X

{f(vx) : v ∈ V (G)}) =

=
X

x∈X

(
X

{f(xv) : v ∈ V (G) \ X} −
X

{f(vx) : v ∈ V (G) \ X}) =

=
X

{f(xv) : x ∈ X 6∋ v ∈ V (G)} −
X

{f(vx) : x ∈ X 6∋ v ∈ V (G)} ≤
X

{c(xv) : x ∈ X 6∋ v ∈ V (G)}�Az st-vágás tehát egy kézenfekv® eszköz annak bizonyítására, hogy a folyamérték nem lehet nagyobbegy adott mennyiségnél. Valójában ennél jobb bizonyíték nem is kell: a maximális folyamérték pontosanmegegyezik a minimális vágáskapa
itással. Ezt mondja ki az alábbi �max-�ow min-
ut� (MFMC) tétel.Ford-Fulkerson tétel: Ha (G, s, t, c) egy véges hálózat, akkor létezik egy f folyam és egy s ∈ X ⊆
V (G) \ {t} részhalmaz úgy, hogy az mf folyamérték azonos az X által de�niált st-vágás kapa
itásával.Biz: El®ször (a rend kedvéért) igazoljuk, hogy létezik maximális folyam, azaz olyan f folyam, melyre mf ≥ mf ′ min-den f ′ folyamra. Nyilván az X = {s} által meghatározott vágás véges kapa
itása fels® korlát a lehetséges folyamértékekre.A lehetséges folyamértékek x szuprémuma tehát véges. Azt kell megmutatni, hogy létezik x érték¶ folyam. A szuprémumde�ní
iója miatt léteznek f1, f2, . . . folyamok, melyekre limn→∞ mfn

= x. Az fn sorozatnak a G gráf minden e élhez vanolyan részsorozata, hogy a részsorozat az e élen konvergens. Véve a részsorozatok részsorozatait, az eredeti fn sorozatnakolyan fni
részsorozatát kapjuk, melyre teljesül, hogy G minden e élére fni

(e) konvergens. Jelölje f(e) az fni
(e) sorozathatárértékét. Mivel 0 ≤ fni

(e) ≤ c(e), ezért a rend®r-elv miatt 0 ≤ f(e) ≤ c(e), és limesz f függvényre a Kir
hho�-feltételteljesülése hasonlóan következik. Azt kaptuk tehát, hogy f egy folyam. A folyamérték de�ní
iójából pedig az látszik, hogy
x = limmfn

= limmfni
= mf , tehát f 
sakugyan egy maximális folyam.Legyen tehát f egy maximális folyam. A 
élunk f segítségével egy mf kapa
itású vágás megtalálása.Bevezetjük a (Gf , s, t, cf) hálózatot a Gf = (V (G), Ef ) segédgráfon, melyre Ef := Eel®re

f ∪Evissza
f , ahol

Eel®re
f := {uv f(uv) < c(uv)} Evissza

f := {vu : 0 < f(uv)} .

Gf -nek tehát el®re és visszaélei vannak: az el®reélek G azon élei, melyen még tovább növelhet® a folyam,a visszaélek pedig G azon éleinek a fordítottjai, melyeken a folyam pozitív, tehát 
sökkenthet®. A Gfsegédgráfon de�niáljuk a
6



cf (uv) :=

{

c(uv) − f(uv) ha uv el®reél
f(vu) ha uv visszaélkapa
itásokat. Ha tehát van egy P irányított út Gf -ben s-b®l t-be (ú.n.javító út), akkor P el®reélein ε-nal megnövelve f -t, P visszaéleinek megfor-dítottjain ε-nal 
sökkentve f -t egy, a Kir
hho�-szabályt teljesít® f ′-t ka-punk. Ha ε-t alkalmasan választjuk (nevezetesen ε a P út élein a cf kapa
i-tásfüggvény minimális értéke) akkor az eredeti kapa
itásfeltételek is fenn-maradnak, tehát f ′ folyam lesz, melynek folyamértékemf ′ = mf +ε > mf ,ellentmondásban f maximalitásával.

s

1

1

t1 3
3

1

1

1

3

4

2

1

2

3

Az el®z® példához tartozó
(Gf , s, t, cf ) segédhálózat.(Nem tartalmaz javító utat.)Legyen tehát X a Gf -ben s-b®l elérhet® pontok halmaza. A fentiek alapján t 6∈ X , azaz X egy

st-vágást határoz meg. Mivel X-b®l nem lép ki Gf -nek éle, ezért minden X-b®l V (G) \ X-be vezet® uvélre f(uv) = c(uv), és minden V (G) \ X-b®l X-be lép® uv élen f(uv) = 0. Ha tehát az el®z® állításfelhasználásával számítjuk ki az mf folyamértéket az X által de�niált st-vágás segítségével, akkor mf =
∑{f(xv) : x ∈ X 6∋ v ∈ V (G)} − ∑{f(vx) : x ∈ X 6∋ v ∈ V (G)} =

∑{c(xv) : x ∈ X 6∋ v ∈ V (G)}, amiéppen az X által meghatározott st-vágás kapa
itása. �Ha a c kapa
itások egészek, akkor a fenti bizonyítás egyben módszert is kínál a maximális folyamkeresésére: kiindulunk az f0 ≡ 0 folyamból, és elkészítjük az f0, f1, f2, . . . folyamok sorozatát, melyekre
0 = mf0 < mf1 < mf2 < . . . egészek. Ha fk-t már megtaláltuk, és fk minden élen egész értéketvett fel, akkor a Gfk

segédgráfban keresünk egy P utat s-b®l t-be, és fk+1-t úgy kapjuk, hogy Pmentén ε-nyi folyamot vezetünk, ahol ε a P élei mentén a cfk
kapa
itásfüggvény minimális értéke.(Pontosabban P el®reélein ε-nal növeljük, visszaéleinek fordítottjain ε-nal 
sökkentjük fk-t.) Eztáltal

fk+1 is egészfolyam lesz, hisz az ε kiszámításakor bizonyos cfk
(e) (pozitív egész) kapa
itások minimumátkellett képezni. Tehát mfk

< mfk+1
, és az mfk+1

folyamérték is egész. Mivel a maximális folyamértéketbármely vágáskapa
itás felülr®l korlátozza, el®bb-utóbb olyan fl folyamot kapunk, melyen már nemtudunk a fenti eljárással javítani. Ekkor tehát nin
s aGfl
segédgráfban st-út, létezik tehát mfl

kapa
itásúvágás, tehát az fl egészfolyam egyúttal maximális folyam is. Ezzel igazoltuk az Ford és Fulkerson alábbitételét.Egészérték¶ségi lemma:Ha a (G, s, t, c) hálózatban minden e él c(e) kapa
itása egész szám, akkorlétezik olyan maximális f folyam, hogy f a G gráf minden élén egész értéket vesz fel. �A fenti algoritmus akkor is véges eljárás, ha nem azt kötjük ki a kapa
itásokról, hogy egészek, hanem
supán annyit, hogy ra
ionálisak. A kapa
itások közös nevez®jével ugyanis mindent végigszorozva egyegészkapa
itásokkal rendelkez® problémát kapunk, amelyben 
sak véges sokszor növelhetjük legalább
1-gyel a folyamértéket. Ha azonban a c kapa
itásfüggvény nem ra
ionális, akkor még akár az is meg-történhet, hogy minden fk-t tudunk tovább javítani, ráadásul az mfk

folyamértékek nem a maximálisfolyamértékhez konvergálnak. Egy másik kellemetlenség, hogy a fenti, növel® utas algoritmus sokszorsajnos nem elég hatékony. Az alábbi tétel mindkét problémára megoldást kínál.Edmonds-Karp tétel: Ha a (G, s, t, c) hálózatban a maximális folyamot a javítóutas algoritmussalkeressük, és mindig egy legkevesebb élb®l álló javító út mentén növelünk, akkor a maximális folyammeghatározásához szükséges lépésszám felülr®l be
sülhet® |V (G)| polinomjával. �Megjegyzés: Az Edmonds-Karp tétel tehát azt biztosítja, hogy a legrövidebb javító utakonmaximális mérték¶ javításokat végrehajtva gyorsan találjunk maximális folyamot.Ha eszetlenül próbálunk javítani, akkor indokolatlanul sok munkába kerülhet egy maximális fo-lyam megtalálása: az ábrán látható hálózatban felváltva az sabt ill. sbat javító utakat választva mindig
sak egységnyit tudunk emelni a folyamértéken, tehát az Edmonds-Karp algoritmus által két javításután megtalált, 2 · 1010 érték¶ maximális folyamot 
sillagászati számú lépés után találjuk 
sak meg. 1010

1010

1

b

t

a

s

1010

1010A folyamprobléma kiterjeszthet® arra az esetre is, ha több forrásból több nyel®beakarunk folyamot vezetni, de nin
s megkötés arra, hogy melyik forrásból melyik nye-l®be érkezzék a folyam. Ha tehát s1, s2, . . . , sk a források, t1, t2, . . . , tl a nyel®k, akkorbevezetünk egy-egy új s ill. t 
sú
sot, majd s-b®l minden si-be ill. minden tj -b®l t-bevezetünk egy ∞ kapa
itású élt6. Ekkor az új hálózatbeli folyamok éppen a többtermel®s,többfogyasztós folyamnak felelnek meg.Értelmezhet® az a folyamprobléma is, ahol nem
sak az éleknek, hanem a pontoknakis van kapa
itásuk, ami fels® korlát a ponton átfolyó folyammennyiségre. Ez a problémais visszavezethet® a szokásos folyamproblémára az alábbiak szerint. G

s t

∞
∞

∞
s2

s1

sk
tl

t1 ∞

∞6Csalás! Egy hálózatban az élek kapa
itása véges. A végtelen azonban itt annyit jelent, hogy olyan (véges) kapa
itástadunk az adott élnek, hogy az ne legyen semminek se korlátja. Konkrétan: az ssi él kapa
itása legyen több, mint amennyifolyam az si-b®l kifolyhat, és a tjt él kapa
itása pedig legyen több annál, mint amennyi folyam tj -be érkezhet az odavezet®éleken.
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Minden kapa
itással rendelkez® v 
sú
sból egy vbe és egy vki
sú
sot képezünk: a v-be befutó éleket a vbe 
sú
sba vezetjük, a
v-b®l kiinduló élek pedig a vki 
sú
sból indulnak, továbbá beve-zetünk egy vbevki élt a v 
sú
s kapa
itásával. (Ezt az operá
iót a
v pont széthúzásának nevezzük.) A pontszéthúzásokkal létrejöv®hálózat folyamai a pontkapa
itásos hálózat folyamainak felelnekmeg, és viszont. c(e2) c(v)

c(e1)
c(e3)

c(e4)

c(e5)

c(e1)

vbe

c(e2)
c(v)

vki

c(e3)

c(e4)

c(e5)

vLehetséges általánosítás még, hogy a hálózatban irányítatlan élek is vannak, melyeken bármely irányban folyhatfolyam. Mint azt már a szakasz elején jeleztük, ekkor bevezetve két, ellentétesen irányított élt az irányítatlan él kétvégpontja között, melyek kapa
itása megyegyezik az elhagyott irányítatlan él kapa
itásával, akkor a probléma ismételtenvisszavezethet® hálózati folyamokra: minden hálózati folyamnak megfelel egy folyam az irányítatlan éleket tartalmazógráfban, és minden, az irányítatlan éleket használó folyamnak megfelelnek folyamok a hálózatban. Ha azt szeretnénk, hogyköl
sönösen egyértelm¶ legyen a megfeleltetés, akkor azzal a megszorítással is élhetünk, hogy a konstruált hálózatban
sak olyan folyamokat nézünk, melyek rendelkeznek azzal a tulajdonsággal, hogy bármely irányítatlan élnek megfelel® két,oda-vissza irányított él közül legalább az egyiken 0 folyam folyik. A továbbiakban élni fogunk ezzel a feltevéssel.Történelem. Ford és Fulkerson munkájának alapja az amerikai légier® számára 1955-ben készített, titkos Harris-Rossjelentés volt. Ebben a jelentésben az európai vasúti hálózatot egy 44 
sú
sú, 105-él¶ grá�al modellezték. Az egyes 
sú
sok avasúti igazgatóságoknak, az élek pedig az ezek között futó vasútvonalaknak feleltek meg. A CIA által szolgáltatott adatokalapján minden élhez egy tonnában mért kapa
itást tudtak rendelni, és az így létrejött hálózatban kerestek maximálisfolyamot, ill. minimális vágást. A légier® érdekl®désének homlokterében természetesen a minimális vágás megtalálása állt:a hidegháború idején amerikai részr®l reális félelemnek t¶nt a Vörös Hadsereg nyugat-európai inváziója, és ennek megál-lítására a logisztika hatékony rombolása t¶nt az egyetlen lehet®ségnek. Azon túl, hogy a titkos jelentésben megtalálják aminimális vágást (érdekesség, hogy ez Lengyelországot kettévágja, majd a Csehszlovák-Szovjet, ill. Magyar-Román határmentén halad), be is bizonyítják, hogy ennél jobb nin
s, ugyanis mutatnak egy azonos érték¶ folyamot is a szovjet tá-maszpontokból Nyugat-Európába. A légi
sapások tervezéséhez a jelentés egyúttal módszert is ad egy hálózat minimálisvágásának meghatározására. Ross tábornok jól értette a hadsereg m¶ködését. A jelentésben hangsúlyozta: a javasolt újmódszer nem forgatja fel fenekestül az eddigi rendszert, mert a számítógépet m¶ködtet® spe
ialistákon kívül továbbra iselengedhetetlen a jól képzett katonai szakért®k munkája.Ford és Fulkerson az absztrakt hálózati modellben kimondta és bebizonyította a maximális folyam � minimális vágástételt, ami az ezután kialakuló kombinatorikus optimalizálás tudományának egyik alappillére lett, és ezáltal jelent®s hatástgyakorolt számos más tudományterületre, pl. a gráfelméletre. A jelen jegyzetben a hálózati folyamokra támaszkodva fogjuktárgyalni a következ® két fejezetet (a Menger tételek ill. páros gráfok párosításainak áttekintését), melyek történelmilegjóval korábbi eredmények, ám tárgyalásuk a hálózatok ismeretében sokkal egységesebb.3. Menger tételeiDef: A G irányított vagy irányítatlan gráf u ponjából v pontjába futó P és Q útjait éldiszjunktaknak vagyélidegennek (pontdiszjunktaknak vagy pontidegennek) nevezzük, ha E(P )∩E(Q) = ∅ (ill. V (P )∩V (Q) =
{u, v}). Az éldiszjunkt (pontdiszjunkt) uv utak maximális számát λ(u, v)-vel (ill. κ(u, v)-vel) jelöljük.Menger tételei:1. Ha u és v a G irányított gráf különböz® 
sú
sai, akkor az élidegen uv utak (λG(u, v)-vel jelölt)maximális száma azonos az uv utakat lefogó élek minimális számával.2. Ha u és v a G irányított gráf nem szomszédos 
sú
sai, akkor a pontidegen uv utak (κG(u, v)-vel jelölt)maximális száma azonos az uv utakat lefogó, u-tól és v-t®l különböz® 
sú
sok minimális számával.3. Ha u és v a G irányítatlan gráf különböz® 
sú
sai, akkor az élidegen uv utak (λG(u, v)-vel jelölt)maximális száma azonos az uv utakat lefogó élek minimális számával.4. Ha u és v a G irányítatlan gráf különböz® 
sú
sai, akkor a pontidegen uv utak (κG(u, v)-vel jelölt)maximális száma azonos az uv utakat lefogó pontok minimális számával.Biz: Világos, hogy a lefogó élek ill. pontok száma mind a négy esetben legalább annyi, mint a szó-banforgó utak száma, hisz a maximális számú út mindegyike egy-egy különböz® élt ill. pontot tartalmaza lefogókból. A továbbiakban tehát mind a négy esetben bebizonyítjuk, hogy a lefogó elemek számalegfeljebb annyi, mint a pont- ill. éldiszjunkt utak maximális száma.1. De�niáljuk a (G, u, v,1) hálózatot. Ebben a hálózatban minden uv egészfolyam 0-t vagy 1-t rendelminden élhez. Azon élek, melyekhez a folyam 1-t rendel, éldiszjunkt uv utaknak felelnek meg. A folyamértéke pedig éppen az iménti uv utak száma. Azt kaptuk, hogy a k érték¶ egészfolyamok köl
sönösenegyértelm¶en megfelelnek éldiszjunkt uv utak k-elem¶ halmazainak. Eszerint egy maximális egész folyammegad maximális számú éldiszjunkt uv utat. Az egészérték¶ségi lemma szerint a maximális folyamválasztható egészfolyamnak is, azaz a maximális egészfolyam értéke és a maximális folyam értéke azonos,konkrétan λG(u, v). A Ford-Fulkerson tétel szerint tehát létezik a hálózatban egy λG(u, v) kapa
itásúvágás. Ez a vágás éppen λG(u, v) élt tartalmaz, amik a konstruk
ió miatt lefogják az összes uv utat.2. Húzzunk szét minden u-tól és v-t®l különböz® x pontot G-ben, azaz helyettesítsük x-t egy xbe és egy xki ponttal, vezessünkminden x-be futó élt egy, az xbe 
sú
sba érkez® éllel, minden x-b®l kiinduló élt egy, az xki 
sú
sból induló éllel, és húzzunk beegy xbexki élt is. x xbe

xki8



Ha ezt G minden x 6= u, v 
sú
sára elvégezzük, akkor az így kapott G′ gráfban k éldiszjunk uv útpontosan k pontdiszjunkt útnak felel meg G-ben, és viszont.A már bebizonyított (els®) Menger tétel szerint tehát létezik G′-nek κG(u, v) éle, amik G′ minden
uv utját lefogják. Minden ilyen élnek kiválasztható egy-egy végpontja, aminek a G-beli megfelel®je semnem u, sem pedig v. (Itt használjuk ki, hogy u és v nem szomszédosak.) Világos, hogy ezáltal legfeljebb
κG(u, v) pontját jelöljük ki G-nek, ráadásul ezek a pontok a konstruk
ió folytán minden G-beli uv-utatlefognak.3. Készítsük el a G′ irányított gráfot úgy, hogy G minden élét oda és vissza is megirányítjuk! (G′-nektehát kétszer annyi (hurokélt®l különböz®) éle lesz, mint G-nek.) Világos, hogy G′-ben létezik λG(u, v)darab éldiszjunkt, irányított uv-út, hiszen G-ben van ennyi, és azok irányított változatai megteszik.Másfel®l, ha G′-ben van k darab éldiszjunkt, irányított uv-út, akkor létezik k darab ilyen azzal a tulaj-donsággal is, hogy ezen utak nem használnak ellentétesen irányított éleket.Ha ugyanis egy P1 = (u . . . xy . . . v) út használja az
xy élt, egy másik P2 = (u . . . yx . . . v) út pedig az yxélt, akkor a P ′

1 = (u . . . x . . . v) illetve P ′
2 = (u . . . y . . . v)utak ugyanazokat az éleket használják, mint P1 és P2,kivéve xy-t és yx-t. P2

P1 P ′
1

P ′
2

u

y

v
u

y

v

x xHa tehát minden olyan élre elvégezzük a fenti konstruk
iót, melyet két út oda-vissza használ akkorG′-benkapunk k darab irányított uv-utat, melyeknek a G-ben ugyanennyi (immár) éldiszjunkt, irányítatlan uv-út felel meg. Azt kaptuk tehát, hogy G′-ben az éldiszjunkt, irányított uv-utak maximális száma szintén
λG(u, v).A már bizonyított els® Menger tétel miatt létezik tehát G′-ben λG(u, v) él, ami minden G′-beli uv-utat lefog. A konstruk
ió folytán ezen élek G-beli, irányítatlan megfelel®i lefognak minden irányítatlan
uv utat, ráadásul ez a G-beli élhalmaz is legfeljebb λG(u, v) méret¶.4. Alkalmazzuk itt is a 3. rész bizonyításában használt konstruk
iót: képezzük a G′ gráfot a Géleinek oda-vissza irányításával. Világos, hogy az irányítatlan pontdiszjunkt G-beli uv-utak köl
sönösenegyértelm¶en megfelelnek az irányított, pontdiszjunkt G′-beli uv-utaknak. Tehát G′-ben az irányítottpontdiszjunkt utak maximális száma κG(uv). A már bizonyított, második Menger tétel alapján létezik
G′-nek κG(u, v) pontja, melyek minden irányított uv-utat lefognak. A konstruk
ió folytán ugyanezek apontok lefognak G-ben is minden irányítatlan uv-utat, és nekünk éppen ezt kellett bizonyítanunk. �A Menger tételek bizonyításának lényege, hogy kisebb-nagyobb átalakítások után az állítás köz-vetlenül adódik a hálózati folyamok MFMC tételéb®l, hiszen egy maximális diszjunkt útrendszer egymaximális egész folyamból, a minimális lefogó halmaz pedig egy minimális vágásból adódott. Ez a meg-�gyelés egy újabb el®nyét mutatja a fenti bizonyításnak: amennyiben mi egy maximális pont- vagyéldiszjunkt útrendszerre illetve egy minimális, minden utat lefogó pont- vagy élhalmazra vagyunk ki-ván
siak, akkor nem kell mást tenni, mint meghatározni az ismert módon egy maximális egészfolyamotilletve egy minimális vágást a gráfból képzett hálózatban.TörténelemMenger 1927-ben publikálta a tételét, amely eredeti formájában az irányítatlan pontdiszjunkt változattalvolt ekvivalens. K®nig Dénes észrevette, hogy a tétel Menger által adott bizonyítása hibás, és egyúttal ki is javította azeredeti bizonyítást: a hiányzó lán
szem a páros gráfokra vonatkozó ν = τ egyenl®ség volt. Miután K®nig levélben feltártaMengernek a hibát, és elküldte neki, hogyan lehet kijavítani azt, Menger válaszában közölte, hogy tudott a dologról, és azta készül® könyvében már kijavította. Azt, hogy hogyan, nem árulta el. Az említett könyvben valóban egy helyes bizonyításszerepel, de Menger egy szóval sem közölte, hogy az eredeti bizonyítása hiányos volt, és K®nig nevét is hiába keresnénkennél a résznél.Def: Az irányítatlan G gráfot k-szorosan (pont)összefügg®nek (röviden k-összefügg®nek) nevezzük,ha G-nek legalább (k + 1) pontja van, és G összefügg® marad, bárhogyan is hagyunk el bel®le legfeljebb
k − 1 pontot. A maximális k-t, amire G k-összefügg® κ(G) jelöli.Def: A G irányítatlan gráfot k-szorosan élösszefügg®nek (röviden k-élösszefügg®nek) nevezzük, ha
G összefügg® marad, bárhogyan is hagyunk el bel®le legfeljebb k − 1 élt. A maximális k-t, amire G

k-élösszefügg® λ(G) jelöli.Tétel: Az irányítatlan G gráf pontosan akkor k-összefügg® ha G-nek legalább (k + 1) pontja van, és
G bármely két, különböz® pontja között létezik k pontidegen út. G pontosan akkor k-élösszefügg®, ha
G bármely két, különböz® pontja közt vezet k élidegen út.Biz: Az irányítatlan Menger tételekb®l könnyen adódik: ha bármely két pont között van k út, akkor
G nem eshet szét k-nál kevesebb pont ill. él elhagyásával. Ha G k-élöf, akkor semelyik két pont köztiutakat sem fogja le k-nál kevesebb él (azok elhagyásával ugyanis G szétesne), ezért Menger 3. tételeszerint tetsz®leges két pont között létezik k élidegen út. Ezzel a tétel éldiszjunkt változatát igazoltuk.A pontdiszjunt esethez tegyük fel indirekt, hogy G k-öf, és u-ból v-be legfeljebb k−1 pontdiszjunk út9



található. Ha u és v nem szomszédosak, akkor Menger 4. tétele miatt az uv-utak lefoghatóak legfeljebb
k − 1 ponttal. Ezek elhagyásával G szétesne, de ez ellentmond G k-szoros összefügg®ségének.Ha uv ∈ E(G), akkor az uv él törlése után keletkez® G′ gráf legfeljebb k − 2 pontdiszjunkt uv utattartalmaz, tehát Menger 4. tétele szerint létezik k−2 pontja, aminek elhagyásakorG′ szétesik. A szétesettgráfban ismét összekötve az u és v pontokat egy legalább 3-pontú gráfot kapunk (hisz G-nek legalább
k + 1 pontja volt), mely az uv élt törlését®l szétesik. De ekkor az uv él helyett u vagy v valamelyikeis törölhet®, hogy a gráf szétessen. Ismét azt kaptuk, hogy G legfeljebb k − 1 alkalmas pont törlésévelszétesik, ami a k-szoros összefügg®ségnek mond ellent. �Tétel: (Menger) Ha G legalább 3-pontú gráf akkor az alábbi állítások ekvivalensek.(1) G 2-öf, (2) G bármely 2 pontján át vezet kör. Ha G-nek nin
s izolált pontja, akkor a fentiekkelekvivalens az is, hogy (3) G bármely 2 élén át vezet kör.Biz: (1) ⇒ (2). Ha G 2-öf, akkor bármely u, v pontja között van két pontidegen út, melyek együttegy u-t és v-t tartalmazó kört alkotnak.(2) ⇒ (1). A kör tekinthet® két pontidegen út uniójának, azaz bármely két pont között létezik legalább
2 pontidegen út, és az el®z® tétel szerint (�gyelembevéve, hogy G legalább 3-pontú), azt jelenti, hogy G

2-öf.(3) ⇒ (2). Ha u-n és v-n keresztül akarunk kört találni, akkor elegend® egy-egy u-ra és v-re illeszked®élen keresztül kört találni, ami a (3) feltétel szerint létezik.(1)⇒ (3) G úgy is 2-öf marad, ha két élét felosztjuk egy-egy ponttal. (2) miatt létezik a felosztó pontokonkeresztül kör, ami épp egy, a felosztott éleken keresztüli körnek felel meg. �Dira
 tétele: Ha G k-öf, és k ≥ 2, akkor G bármely k pontján keresztül található kör G-ben. �4. Páros gráfok és párosításokDef: A G gráf páros gráf, ha 
sú
sai két színnel színezhet®ek úgy, hogy G bármely élének végpontjaikülönböz® szín¶ek legyenek.Megjegyzés: A fenti de�ní
ióban a két színnel való színezés nem feltétlenül egyértelm¶: pl az npontból álló üres gráf tetsz®leges 2-színezése teljesíti a feltételt. (Könnyen látható, hogy pontosan akkoregyértelm¶ a két színnel való színezés, ha a páros gráf öf.) Egy rögzített 2-színezés esetén az azonosszín¶re színezett pontok halmazát színosztálynak nevezzük. A fenti de�ní
ió kimondható úgy is, hogy apáros gráf az, aminek a pontjai két osztályba sorolhatóak úgy, hogy élek kizárólag e két osztály közöttfuthatnak.Ha hangsúlyozni akarjuk, hogy a szóbanforgó G egy páros gráf, és egyúttal az A és B színosztályokatis meg szerenénk adni, akkor használhatjuk a G = (A, B; E) jelölést.Meg�gyelés:Minden páros hosszú kör páros gráf, t.i. felváltva ki lehet színezni a 
sú
sait. Páratlankörre ezt nem tehetjük meg, a páratlan kör tehát nem páros gráf. Ha egy gráf páros, akkor mindenrészgráfja is páros. Páros gráf ezért nem tartalmazhat ptn kört. Megadjuk a páros gráfok egy ekvivalensjellemzését.Tétel: A G véges gráf pontosan akkor páros, ha G nem tartalmaz páratlan kört (azaz, ha G mindenköre páros).Köv.: Mivel a fában nin
s kör (hát még ptn kör), ezért minden fa páros gráf.A tétel bizonyítása: Szükségesség: az el®z® meg�gyelésben láttuk be.Elégségesség: tegyük fel, hogy G nem tartalmaz páratlan kört. Aztkell megmutatni, hogy létezik alkalmas 2-színezés. Mivel élek 
sak a gráfkomponensein belül futnak, ezért elegend® egy komponensen belül találniegy 2-színezést, azaz feltehet®, hogy G öf. Legyen F a G egy feszít®fája, és
v pedig G egy tetsz®leges pontja (F gyökere). Legyen A a v-t®l az F fánpáros távolságra lev® 
sú
sok, B pedig a v-t®l F -en páratlan hosszú útonelérhet® 
sú
sok halmaza. Világos, hogy F minden éle A és B között fut,de megmutatjuk, hogy ugyanez G-re is igaz. Innen az állítás következik,hisz ezáltal G pontjait két színosztályra tudtuk bontani.

v

x

y

A

B

A

B

AHa tehát futna G-nek egy xy éle (mondjuk) az A halmazon belül (B-re a bizonyítás szó szerintmegegyezik), akkor létezne G-ben egy xy . . . v . . . x páratlan hosszúságú körséta, melyet az iménti él, a
v-t az x-szel ill. a v-t az y-nal összeköt® F -beli utak határoznak meg. Ha ebb®l a körsétából levágjukaz F -beli vx és vy utak közös részét, akkor a sétából páros sok él marad ki, és egy G-beli páratlan körtkapunk. Ellentmondás. �10



Def: A G = (V, E) gráf éleinek M részhalmaza független, más szóval M (részleges) párosítás, haaz M -beli élek végpontjai különböz®ek, azaz G minden 
sú
sából legfeljebb egy M -beli él indul. Az Mpárosítás teljes párosítás, ha M G minden pontját fedi, azaz G minden 
sú
sára illeszkedik egy M -beliél. Példa: Egy tán
iskolában tanuló �úk ill. lányok halmazai alkotssák a G páros gráf színosztályait.Fusson G-ben él két 
sú
s között, ha az adott �ú és lány hajlandóak egymással tán
olni. Ekkor G mindenpárosítása egy lehetséges tán
partner-választási szituá
iót ír le. Ebben a modellben a hatékony oktatásérdekében a tán
tanár minél több élb®l álló párosítást szeretne találni, mely optimális esetben egy teljespárosítás.Egy másik lehetséges példa, ha a gráf 
sú
sai az egyetem termeinek ill. az ott folyó el®adásoknakfelelnek meg. Akkor van él egy teremnek és egy el®adásnak megfelel® 
sú
s között, ha a terem alkalmasaz adott el®adás megtartására. Egy adott pillanatban az egyetemen folyó tevékenység egy párosítástindukál az el®bb de�niált segédgráfban.Def: A G = (V, E) gráf X ⊆ V ponthalmaz szomszédainakhalmazát N(X) jelöli: N(X) := {v ∈ V : ∃x ∈ X , melyre xv ∈ E} .Frobenius tétele: A G = (A, B; E) véges, páros gráfnak pon-tosan akkor létezik teljes párosítása, ha |A| = |B| és |X | ≤ |N(X)|minden X ⊆ A ponthalmazra.Hall tétele: A G = (A, B; E) véges, páros gráfnak pontosanakkor létezik A-t fed® párosítása, ha |X | ≤ |N(X)| minden X ⊆ Aponthalmazra.
X

N(X) B

A

A Frobenius tétel triviálisan következik a Hall tételb®l, így elég ez utóbbit igazolni. A Hall tételtpedig a K®nig tétel spe
iális eseteként fogjuk belátni.Def: Adott G gráf esetén ν(G) jelöli a G független élhalmazai közül a maximális méretét, azaz Gmaximális párosításának elemszámát.Def: A G gráf pontjainak U halmaza lefogó ponthalmaz, ha G minden élének van U -beli végpontja.A legkevesebb pontból álló lefogó ponthalmaz méretét τ(G) jelöli.Állítás: Ha G véges gráf, akkor ν(G) ≤ τ(G) . (G nem feltétlenül páros gráf.)Biz: Legyen M G-nek egy maximális (ν(G) élb®l álló) párosítása. Ha U egy minimális méret¶ lefogóponthalmaz, akkor lefogja M minden élét is, ám U minden pontja legfeljebb egy párosításélt fog le.Tehát τ(G) = |U | ≥ |M | = ν(G) . �K®nig tétele: Ha G = (A, B; E) véges, páros gráf, akkor ν(G) = τ(G).A Hall tétel bizonyítása: A szükségesség nyilvánvaló: ha létezik A-t fed® párosítás, akkor minden
A-beli pontnak különböz® párja van, tehát tetsz®leges X ⊆ A esetén az X-beli elemek B-beli párjai az
N(X) egy |X | méret¶ részhalmazát alkotják.Az elégségességhez tegyük fel, hogy |X | ≤ |N(X)| minden X ⊆ A-ra.Azt kell igazolnunk, hogy ν(G) ≥ |A|. Legyen U minimális (azaz τ(G)méret¶) lefogó ponthalmaz, és legyen UA := U ∩ A, UB := U ∩ B. Mivel
U lefogja az X := A \ UA-ból induló éleket, ezért N(X) ⊆ UB, tehát
|N(X)| ≤ |UB|. A K®nig tétel ill. Hall a feltétel miatt
ν(G) = τ(G) = |U | = |UA|+ |UB| ≥ |UA|+ |N(X)| ≥ |UA|+ |X | = |A| .�
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A K®nig tétel bizonyítása: Készítsünk el a G′ gráfot az aláb-biak szerint. Irányítsuk G minden élét A-ból B-be, vegyünk fel egy új
s és t pontot, vezessünk s-b®l élt A minden pontjába, és vegyünk felegy-egy élt B minden pontjából t-be. Adjunk minden élnek kapa
i-tásokat: az s-b®l induló ill. t-be érkez® éleké legyen 1, az A-ból B-befutóké pedig legyen ∞ (pontosabban |A|+ 1). Tekintsük a (G′, s, t, c)hálózatot, ahol c az imént de�niált kapa
itást jelenti. s
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1
1

1 ∞

∞
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1

1
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A BVegyük észre, hogy ha G-ben van egy k méret¶ párosítás, akkor létezik ebben a hálózatban k érték¶egészfolyam: a párosításéleknek megfelel® éleken, az ezen élek A-beli végpontjaihoz vezet® s-b®l indulóéleken, valamint a párosításélek B-beli végpontjaiból t-be vezet® éleken legyen a folyam által felvettérték 1, minden egyéb élen 0. Az is könnyen látható, hogy a hálózatban minden egészfolyam úgy állel®, hogy néhány, A-ból B-be vezet® független élen a folyam 1 értéket vesz fel, ezeket az éleket s-b®ltápláljuk, a kifolyó folyamot pedig t-be engedjük. A hálózatban tehát a maximális egészfolyam értéke
ν(G), és az egészérték¶ségi lemma miatt a maximális folyamérték is ugyanennyi.11



A Ford-Fulkerson tétel szerint létezik tehát egy ν(G) érték¶vágás. Ha ezt a vágást az s-t tartalmazó X halmaz de�niálja, akkor
X ∩ A-ból nem futhat G′-nek éle B \ X-be, hisz akkor a vágáskapa
itása ∞ volna. (Pontosabban legalább |A| + 1, de már az istöbb, mint ν(G), hisz A egy lefogó halmaz, ahonnan ν(G) ≤ |A|.)Ez azt jelenti, hogy (A\X)∪ (B∩X) egy lefogó ponthalmaz, tehát
|A \ X | + |B ∩ X | ≥ τ(G). A hálózat konstruk
iójából adódóan az
X által de�niált vágás kapa
itása ν(G) = |A\X |+ |B∩X | ≥ τ(G).A K®nig tétel el®tt bizonyítottuk, hogy ν(G) ≤ τ(G) áll, ahonnan
ν(G) = τ(G) adódik. �
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A fenti bizonyításból hatékony algoritmust kapható egy maximális párosítás ill. egy minimális lefogó ponthalmazmegtalálására páros gráfban. Ha a maximális folyamok meghatározására szolgáló javító utas módszert a fenti konstruk
ióraalkalmazzuk, és eltekintünk az s-re ill. t-re illeszked® élekt®l, akkor a következ® eljárást7 kapjuk. Kiindulunk az ürespárosításból, és azt javítgatjuk. Ha már találtunk egy M párosítást, akkor tekintjük az M -hez tartozó segédgráfot, azaz
M éleit B-b®l A-ba irányítjuk, G egyéb éleit pedig A-ból B-be. Ha ebben a segédgráfban létezik egy P irányított út egy
A-beli, az aktuális M párosítás által fedetlen pontból olyan B-beli pontba, melyet szintén nem fed a párosítás, akkor ezenaz ú.n. alternáló úton az eddigi párosításéleket elhagyva, és P párosításon kívüli éleit bevéve (más szóval M helyett M∆Ptekintve), egy eggyel nagyobb méret¶ párosítást kapunk. Ha pedig nin
s javító alternáló út, akkor M maximális párosítás,és könnyen található egy |M | 
sú
sot tartalmazó lefogó ponthalmaz is.A K®nig tétel levezethet® Menger tételéb®l is. Annak oka, hogy nem így jártunk el, az volt, hogy a maximális párosítástkeres® algoritmus, mint a maximális folyamkeresés spe
iális esete jobban látszik a közvetlen visszavezetésb®l. Érdemesazonban látni e két tétel kap
solatát is, ezért az alábbiakban közöljük ezt a bizonyítást is. (És igen: a vizsgán ezt iselfogadjuk az els®nek közölt bizonyítás helyett.)A K®nig tétel második bizonyítása: Most hagyjuk meg a G gráfot irányítatlannak, de vegyük fel az s és tpontokat, vezessünk s és A minden pontja ill. t és B minden pontja között egy-egy élt. Világos, hogy ha létezik G-ben kfüggetlen él, akkor ezek segítségével találunk k pontdiszjunkt st-utat a fent konstruált G′ gráfban. Másfel®l, ha ismerünk
k pontdiszjunkt st-utat G′-ben, akkor az ezek által használt G-beli élek függetlenek. Tehát a G-ben a független élekmaximális száma megegyezik G′-ben a pontdiszjunkt st-utak maximális számával: ν(G) = κG′ (s, t).Minthogy G′-ben s és t nem szomszédosak, alkalmazhatjuk Menger 4. tételét, amely szerint a pontdiszjunt st-utakmaximális száma (κG′ (s, t)) megegyezik a minden st-utat lefogó, s-t®l és t-t®l különböz® pontok minimális számával.Csupán azt kell észrevenni, hogy G 
sú
sainak egy U részhalmaza pontosan akkor fogja le G minden élét, ha ugyanez az
U ponthalmaz G′-ben lefog minden st-utat. Tehát G-ben a lefogó pontok minimális száma megegyezik a G′-ben minden
st-utat lefogó, s-t®l és t-t®l különböz® pontok minimális számával: τ(G) = κG′ (s, t) = ν(G), ahol az utóbbi egyenl®ségeta bizonyítás els® részében láttuk be. �Történelem Frobenius 1912-ben publikált egy determinánsokra vonatkozó eredményt, ami a gráfok nyelvén fogal-mazva a páros gráfok teljes párosításának jellemzésével egyenérték¶. K®nig ett®l az eredményt®l függetlenül találta meg afent ismertetett K®nig tételt 1915-ben, amit aztán elküldött Frobeniusnak. Frobenius kés®bb megjelentetett egy elemi bizo-nyítást a tételére, és megemlítette K®niget is, mint akinek a tétele könnyen következik az övéb®l. Mindezen túl megjegyezteazt is, hogy az a gráfelmélet masinéria, amin K®nig bizonyítása alapszik nem sokat segít a determinánsok elméletében,hiszen K®nig tétele egy meglehet®sen spe
iális, nem sokat ér® állítás. Minden, ami K®nig eredményéb®l használható, bennevan Frobenius determinánsokról szóló tételében.Nos, az id® nem Frobeniust igazolta.Def: A G gráf pontjainak U részhalmaza független (vagy stabil), ha U nem feszít élt, azaz G mindenélének van nem U -beli végpontja. A G gráf legtöbb pontból álló, független ponthalmazának méretét
α(G) jelöli.Def: A G gráf éleinek F halmaza lefogó élhalmaz, ha G minden pontjából indul F -beli él. A G gráflegkevesebb élb®l álló, lefogó élhalmazának méretét ρ(G) jelöli.Meg�gyelés: Tetsz®leges, véges G gráfra α(G) ≤ ρ(G) .Biz: Egy α(G) méret¶ független ponthalmaz lefogásához legalább α(G) él szükséges. �Gallai tétele: Legyen G n-pontú gráf.1. Ha G-ben nin
s hurokél, akkor τ(G) + α(G) = n .2. Ha G-nek nin
s izolált pontja, akkor ν(G) + ρ(G) = n .Biz: 1.: Könnyen látható, hogy U ⊆ V (G) pontosan akkor lefogó ponthalmaz,ha V (G) \ U független ponthalmaz. Az állítás innen közvetlenül adódik. G

U7Néha �kissé helytelenül� az ismertetett eljárást magyar módszernek nevezik. A magyar módszer az amerikai HaroldKuhn találmánya. Történt ugyanis 1953-ban, hogy Kuhn éppen K®nig Dénes könyvét lapozgatta, amikoris megakadt aszeme egy lábjegyzeten, mely Egerváry Jen® egy 1931-b®l származó magyar nyelv¶ 
ikkére hivatkozik, mint a maximálispárosításokról szóló ν = τ tétel általánosítására. Kuhnt pedig éppen az a probléma érdekelte, hogy hogyan lehet egy párosgráfban nem maximális, hanem maximális súlyú párosítást találni. (A maximális párosítás a maximális súlyúnak spe
iálisesete, amennyiben minden él súlya pontosan 1.) Nos, a nyom helyesnek bizonyult: Egerváry 
ikkében valóban err®l voltszó. Ám ahhoz, hogy ez kiderüljön, egy kis elszántságra volt szükség: Kuhn egy magyar szótár és egy nyelvtankönyvsegítségével két hét alatt lefordította magának a 
ikket. A módszer segítségével, a 
ikkben leírtak szerint meghatározottegy maximális súlyú párosítást egy háromjegy¶ élsúlyokkal rendelkez®, 24 
sú
sú páros gráfban. Ehhez mindössze 3 óráravolt szüksége, ami meggy®zte ®t a módszer helyességér®l. Magát az algoritmust tehát Kuhn írta le, de Egerváry tiszteletéremagyar módszernek nevezte el, és azóta az egész világ így ismeri.12



2.: Mivel G-nek létezik ν(G) diszjunkt éle, ezek 2ν(G) pontot fognak le. A maradék n− 2ν(G) pontmindegyike lefogható egy-egy új éllel (hisz nin
s izolált pont), azaz ν(G) + n − 2ν(G) = n − ν(G) éllelminden pont lefogható. Innen ρ(G) ≤ n − ν(G), ahonnan ν(G) + ρ(G) ≤ n adódik.Másrészr®l, könnyen látható, hogy ha F minimális méret¶ lefogó élhalmaz, akkor F körmentes, ésnem tartalmaz 3 hosszú utat sem. Tehát F diszjunkt 
sillagok uniója. (A 
sillag olyan öf gráf, melynek(legfeljebb) egy híján minden pontjának foka 1.) Ha a minimális lefogó élhalmazban k 
sillag van, akkore halmaz n− k élt tartalmaz, másrészt e halmaz tartalmaz k diszjunkt élt, tehát ν(G) ≥ k. Azt kaptuk,hogy ρ(G)+ν(G) ≥ n−k+k = n, és innen a másik irányú egyenl®tlenség �gyelembevételével következika tétel. �A Gallai tétel egy lehetséges alkalmazása aK®nig tétel. Ha a G véges, páros gráfnak nin
s izolált pontja, akkor α(G) = ρ(G)Biz: Páros gráfban hurokél nem lehet, így az állítás következik K®nig el®z® tételéb®l és Gallai kéttételéb®l: α(G) = |V (G)| − τ(G) = |V (G)| − ν(G) = ρ(G) . �A maximális párosítás méretének (azaz a ν(G) gráfparaméternek) a meghatározása nem 
sak páros gráfok eseténérdekes. Ezért hasznos meg�gyelés, hogy a javító alternáló utakkal való növelés (elméletileg) itt is maximális párosítástad. (A páros gráfokon használt alternáló ill. javító út fogalma értelemszer¶en kiterjed nem páros gráfokra is.)Berge tétele: A G gráf M párosítása pontosan akkor maximális, ha nin
s M -hez javító út.Biz: Ha M nem maximális, akkor létezik egy |M |-nél több élt tartalmazó N párosítás. Az M ∪ N élhalmaz egykomponense vagy a két párosítás közös éle, vagy egy olyan M -alternáló út, mely egyben N-alternáló is egyúttal (ún.
MN-alternáló út), vagy egy olyan kör, melynek élei felváltva M ill. N-beliek (MN-alternáló kör). Mivel |N | > |M |, ezértkell olyan MN-alternáló útnak lennie, ami több N-beli élt tartalmaz, mint M -belit. Az ilyen út az M párosítás javítóútja. �Hogyan lehet bebizonyítani, hogy egy adott gráf nem tartalmaz teljes párosítást? Páros gráf eseténláttuk, hogy egy színosztályméretnél kisebb lefogó ponthalmaz megfelel® bizonyíték. Jó ez a bizonyítéknem páros gráfokra is, de pl. már K3 esetén sem elég jó: ν(K3) = 1 < 2 = τ(K3). Nem páros esetre akövetkez® állítás mutat egy lehetséges bizonyítékot. Egy G gráf páratlan komponenseinek számát cp(G)jelöli.Állítás: Ha a G véges gráfnak létezik k olyan pontja, melyekelhagyása után több, mint k páratlan komponens keletkezik (azaz
cp(G − X) > |X | valamely X ⊆ V (G)-re), akkor G-nek nin
steljes párosítása.Biz: Ha G-nek van teljes párosítása és X ⊆ V (G), akkor
G−X minden páratlan komponensének van olyan v pontja, hogya v-t fed® párosításél nem a komponensen belül fut, azaz kilépa bel®le. Ezen párosításél másik végpontja szükségképp X-benvan. Tehát minden páratlan komponenshez tartozik egy-egy kü-lönböz® X-beli pont. �

ps komponensek
X

ptn komponensekA fenti állítás alkalmas megfordítása is igaz.Tutte tétele: A véges G gráfnak pontosan akkor van teljes párosítása, ha tetsz®leges X ⊆ V (G)esetén cp(G − X) ≤ |X | teljseül. �5. Gráfok színezéseiDef: A G gráf k színnel színezhet®, ha G minden 
sú
sa kiszínezhet® k adott szín valamelyikére úgy,hogy G minden élének mindkét végpontja különböz® szín¶ legyen. A G gráf kromatikus száma χ(G) = k,ha G kiszínezhet® k színnel, de k − 1 színnel még nem. Más szavakkal, χ(G) a legkisebb olyan k egész,melyre G 
sú
sai lefedhet®ek k független ponthalmazzal.Megjegyzés: 1. Ha G k-színezhet®, akkor G-ben nin
s hurokél.2. A G gráf k-színezése tkp. egy c : V (G) → {1, 2, . . . , k} fv, melyre c(u) = c(v) ⇒ uv 6∈ E(G) áll.Példa: 1. G pontosan akkor páros gráf, ha χ(G) ≤ 2. (T.i. G 2-színezése úgy bontja két részre a
sú
shalmazt, hogy él 
sak a színosztályok közt futhat, és viszont.)2. Páratlan n-re Cn nem páros gráf, így χ(Cn) ≥ 3. Mivel Cn 3-színezhet®, ezért χ(Cn) = 3.Def: A G gráf klikkje a G teljes részgráfja. A G gráf ω(G)-vel jelölt klikkszáma G legnagyobbklikkjének pontszáma, azaz a legnagyobb olyan k szám, melyre létezik G-ben k páronként összekötött
sú
s, de k + 1 már nem létezik.Állítás: Minden irányítatlan, véges G gráfra ω(G) ≤ χ(G) ≤ ∆(G) + 1.Biz: G pontjainak kiszínezésével a maximális klikk pontjait is kiszínezzük, mégpedig különböz®színekkel. Ebb®l világos az els® egyenl®tlenség. 13



Másrészt az alábbi mohó algoritmus segítségével bármely G gráf (∆(G) + 1)-színezhet®. Színez-zük ki G pontjait v1, v2, . . . vn sorrendben úgy, hogy az i-dik lépésben vi-t olyan színre színezzük, aminem szerepel vi kiszínezett szomszédain. Mivel vi-nek legfeljebb ∆(G) kiszínezett szomszédja lehet, ésmindegyik szomszéd legfeljebb egy-egy színt zár ki, vi színezése elvégezhet® a rendelkezésre álló színekvalamelyikével. vn kiszínezése után G egy (∆(G)+1)-színezését kapjuk, ami a második egyenl®tlenségetigazolja. �Megjegyzés: A fenti állításban egyik egyenl®tlenséget sem lehet általában megjavítani: az alsóbe
slés pl. a kés®bb vizsgált perfekt gráfokra éles, míg a fels® be
slés teljes gráfokra és ptn körökre ispontos: χ(Kn) = n = ∆(Kn) + 1 ill. χ(C2n+1) = 3 = ∆(C2n+1) + 1. A fels® be
slés azonban lényegében
sak az utóbbi gráfokra éles.Brooks tétele: Legyen G véges, egyszer¶, öf gráf. Ha G nem teljes gráf és nem páratlan kör, akkor
χ(G) ≤ ∆(G). �Az alábbi tétel azt mutatja, hogy az ω(G) ≤ χ(G) alsó be
slés sokszor bizony fabatkát sem ér.Tétel: Tetsz®leges k ≥ 2 pozitív egészhez létezik olyan G gráf, melyre χ(G) = k és ω(G) = 2.Biz: Megadunk egy Gk gráfot a kívánt tulajdonsággal. A konst-ruk
ió egyébként My
ielski nevéhez f¶z®dik. A k paraméter szerintiinduk
ióval bizonyítunk. A G2 = K2 megfelel® gráf, tehát k = 2-re az induk
iós állítás igaz. Tegyük fel, hogy a Gk gráfot már si-került elkészíteni. Legyen V (Gk) = {v1, v2, . . . , vn}, és V (Gk+1) =
{v1, v2, . . . , vn} ∪ {u1, u2, . . . , un} ∪ {w}, ahol az ui és w az eddigi-ekt®l és egymástól különböz® új 
sú
sok. Legyen E(Gk+1) := {wui :
1 ≤ i ≤ n} ∪ {viuj , vjui : vivj ∈ E(Gk)} ∪ E(Gk), azaz kössük össze
w-t minden ui-vel, továbbá minden Gk-beli él (önmagán kívül) kétélért felel®s Gk+1-ben.

Gk+1

vn
vj

un

w

Gk

ui

viv2v1

u1u2

uj

Mivel az ui pontok függetlenek, továbbá w-b®l nem fut él vi-be, ezért Gk+1-ben minden háromszöglegalább két Gk-beli pontot (mondjuk vi-t és vj -t) tartalmaz. Ha a harmadik pontja egy ul, akkor
vi, vj , vl a Gk-ban háromszöget alkotnak, ami ellentmond az induk
iós feltevésnek. Azaz ω(Gk+1) = 2.Azt kell már 
sak bebizonyítani, hogy Gk+1 (k + 1)-kromatikus. k szerinti induk
iót használunk: k = 2-re χ(K2) = 2 miatt az állítás igaz. Világos, hogy χ(Gk+1) ≤ k + 1, hisz a vi-ket a Gk egy k-színezéseszerint színezve, minden ui-nek a vi-vel azonos színt adva és w-re egy (k + 1)-dik színt használva Gk+1egy (k + 1)-színezését kapjuk.Azt kell megmutatnunk, hogy Gk+1 nem színezhet® ki k színnel. Indirekt bizonyítunk: tegyük fel,hogy Gk+1 mégis kiszínezhet® k színnel. Tekintsünk egy ilyen színezést, és színezzük át a w-vel azonosszínt kapó vi pontokat ui színére. Ezáltal a {v1, v2, . . . , vn} pontok mindegyike w-ét®l különböz® színtkap. Tehát Gk pontjait (k − 1)-színeztük. Mivel χ(Gk) nem színezhet® jól k − 1 színnel, ezért az iméntiszínezésben lesz két azonos színt kapó, szomszédos 
sú
s, mondjuk vi és vj . Ezek az eredeti színezésbentermészetesen különböz® színt kaptak, tehát az egyikük (mondjuk vi) a w-vel azonos színt kapott, ésezért átszíneztük ui színére. Azonban vj és ui is szomszédosak Gk+1-ben, tehát eredeti színük különböz®volt. Ezért az átszínezés után sem fordulhat el®, hogy vi és vj azonos színt kapott. Ez az ellentmondásigazolja az induk
iós állítást, azaz χ(Gk+1) = k + 1. �Láttuk, hogy a 2-színezhet® gráfok pontosan a páros gráfok. A 3-színezhet® gráfok már sokkal bo-nyolultabb struktúrát alkotnak: annak a felismerése, hogy egy adott G gráf 3-színezhet®-e (azaz G
sú
sai el®állnak-e 3 független ponthalmaz uniójaként), bizonyíthatóan nehéz. Figyelemreméltó, hogy a
4-színezhet® gráfok osztálya tartalmazza a síkbarajzolható gráfokat.

4-szín tétel: Minden egyszer¶, síkbarajzolható gráf 4-színezhet®. �Történelem Síkbarajzolt gráfok színezése legtermészetesebben a térképszínezés kap
sán merül fel: egy politikai tér-képen szeretnénk az országokat úgy kiszínezni, hogy szomszédos országok színe különbözzék8 . Más szóval, egy síkbarajzoltgráf tartományait kell színeznünk, ami ekvivalens az adott gráf duálisának színezésével.A 4-szín tételt Fran
is Guthrie sejtette el®ször 1852-ben, mid®n meg�gyelte, hogy Anglia megyéi a 4-színezhet®ek.Többszörös áttétellel értesült err®l Cayley, aki 1878-ban publikálta a sejtést. 1879-ben Kempe közölt egy bizonyítást,melyet Tait bizonyítása követett 1880-ban. 1890-ben Heawood hibát talált Kempe bizonyításában, 1891-ben pedig Petersena Tait-félében. A hibákat azóta sem sikerült kijavítani. Sokak hosszú, eredménytelen próbálkozásai után Appel és Haken1976-ban bizonyították be a tételt. Módszerükkel az állítás egy hihetetlenül bonyolult, szerteágazó esetvizsgálatra vezetett,amit számítógéppel végeztek el. Mivel a bizonyítás helyességének ellen®rzése elképzelhetetlen számítógép nélkül, felmerültaz a metamatematikai probléma, hogy mi tekinthet® teljes érték¶ bizonyításnak: mennyire lehetünk biztosak abban, hogy aszámítógépprogram valóban azt végzi el, amit arról feltételezünk. A történet jelenlegi utolsó allomásához 1996-ban érkezett,amikoris Robertson, Sanders, Seymour és Thomas talált egy, az Appel-Haken-félénél jóval egyszer¶bb bizonyítást, mely8Ez sem egészen igaz, ugyanis a politikai térképek nem szükségképpen 4-színezhet®ek, hisz pl. Kalinyingrádot is azOroszországhoz használt színnel kell festeni. Ha ezt jól megértettük, akkor nem meglep® az az állítás sem, hogy tetsz®leges
k-hoz létezik olyan politikai térkép, ami nem színezhet® ki k színnel.14



arra vezet, hogy 633 kis gráf 4-színezhet®ségét kell ellen®rizni. Természetesen ezt is számítógéppel végezték, de a bizonyításhelyessége immár �kézzel� is ellen®rizhet®. Persze enek közlése is meghaladja a jegyzet kereteit. Kempe módszere viszontalkalmas egy gyengébb, ám nemtriviális eredmény igazolásásra.
5-szín tétel: Minden egyszer¶, síkbarajzolható G gráf 5-színezhet®, azaz χ(G) ≤ 5.Biz: Legfeljebb 3-pontú gráfokra a tétel triviálisan igaz. Pontszám szerinti induk
ióval bizonyítunk,tegyük fel, hogy a legfeljebb (n−1)-pontú gráfokra a tétel igaz. Legyen G egy n-pontú (n > 3), egyszer¶,síkbarajzolható gráf. Tudjuk, hogy G élszáma legfeljebb 3n − 6, azaz G pontjainak fokszámösszegelegfeljebb 6n − 12. Van tehát G-nek egy legfeljebb 5-ödfokú v 
sú
sa.Mivel G − v is egyszer¶ és síkbarajzolható, ezért az induk
iós feltevésmiatt 5-színezhet®. Ha tehát v szomszédai legfeljebb 4 színt kapnak e szí-nezésben, akkor v megkaphatja az ötödik színt. Ez akkor nem m¶ködik, ha

d(v) = 5 és mind az öt szomszéd különböz® szín¶9. (Ld. az ábrát.) Tekintsükaz 1-es és 3-as színek által feszített G13 részgráfot (G− v)-ben. Ha a v 
sú
s
1-es ill. 3-as szín¶ szomszédai G13 különböz® komponenseibe esnek, akkorpl. az 1-es szomszéd komponensében fel
serélve az 1-es és 3-as színeket, a
G− v olyan 5-színezését kapjuk, melyben v-nek nin
s 1-es szín¶ szomszédja.Ekkor v 1-es színre színezhet®. v

3

2

1

5

4Ellenkez® esetben van v 1-es és 3-as szín¶ szomszédja között egy olyan út, mely 
sak 1-es és 3-as szín¶
sú
sokat használ. A síkbrarajzoltság miatt biztos nin
s v 2-es és 4-es szín¶ szomszédja között olyan út
(G − v)-ben, ami 
sak 2-es és 4-es szín¶ 
sú
sokat használ, vagyis a G13-hoz hasonlóan de�niált G24gráfban az említett két szomszéd különböz® komponensekben van. A 2-es szín¶ szomszéd komponensébenfel
serélve a 2-es és 4-es színt G−v olyan 5-színezését kapjuk, amelyben v szomszédai között nem fordulel® a 2-es szín. A v 
sú
s tehát megkaphatja a 2-es színt. �Megjegyzés: Érdemes meggondolni, hogy a fenti bizonyítás miért nem m¶ködik 4 színre.Def: A G gráf élgráfja az az L(G) gráf, aminek a 
sú
sai G éleinek felelnekmeg, és L(G) két 
sú
sa pontosan akkor van éllel összekötve, ha G megfelel® éleiszomszédosak.Def: A G gráf k-élszínezhet®, ha G élei k színnel színezhet®ek úgy, hogy szom-szédos élek különböz® színt kapnak. A G gráf χ′(G) élkromatikus száma k, ha G

k-élszínezhet®, de G nem (k − 1)-élszínezhet®.Megjegyzés: G pontosan akkor k-élszínezhet®, ha L(G) k-színezhet®, továbbá
χ′(G) = χ(L(G)).Állítás: Tetsz®leges G gráfra ω(L(G)) ≥ ∆(G), továbbá, ha ∆(G) ≥ 3, akkor
ω(L(G)) = ∆(G).
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L(G)Biz: Az egy 
sú
sból induló éleknek megfelel® pontok klikket alkotnak L(G)-ben. Másfel®l L(G)minden klikkje vagy G egy 
sú
sból induló néhány élének, vagy G egy háromszögének felel meg. �Állítás: Tetsz®leges G gráfra χ′(G) ≥ ∆(G) áll.Biz: Az egy 
sú
sból induló élek egymástól különböz® színt kapnak, és ez spe
iálisan a maximálisfokszámú 
sú
sból induló élekre is igaz. Ugyanez formálisan: χ′(G) = χ(L(G)) ≥ ω(L(G)) ≥ ∆(G). �K®nig tétel: Ha G = (A, B; E) páros gráf, akkor χ′(G) = ∆(G).Biz: Az el®z® állítás miatt elegend® azt igazolni, hogy χ′(G) ≤ ∆(G), azaz 
supán egy ∆(G)-élszínezést kell mutatni.Létezik olyan H páros gráf, melynek G részgráfja, és G′ minden 
sú
sának fokszáma ∆(G). (Ilyen H-t például úgykaphatunk, hogy G mellé felvesszük még G-nek egy G′ = (A′, B′; E′) másolatát, H színosztályai A∪B′ és B ∪A′ lesznek,és minden v 
sú
sot összekötünk ∆(G)− d(v) párhuzamos éllel a v′ másolatával.) Ha sikerül a ∆(G)-reguláris H gráf éleit
∆(G) színnel kiszínezni, akkor egyúttal a G részgráf éleinek is megkapjuk egy ugyanennyi színnel való színezését.A H gráf élszínezéséhez pedig elegend® azt megmutatni, hogy tetsz®leges reguláris páros gráfban van teljes párosítás.Ugyanis akkor H egy teljes párosítását kiszínezve az els® színnel, a színezetlen élek egy (∆(G) − 1)-reguláris páros gráfotalkotnak, abban is találunk teljes párosítást, ez a második színt kapja, sít.Miért létezik tehát egy r-reguláris páros gráfnak teljes párosítása? A Hall feltétel teljesülését kell 
supán ellen®rizni. Haaz egyik színosztályból kiválasztunk egy k pontú X halmazt, akkor az X-beli 
sú
sokból összesen kr él indul ki. Mindezenélekb®l a másik színosztály bármely 
sú
sa legfeljebb r-t fogadhat be, tehát a kr darab él megérkezéséhez legalább k pontravan szükség: |N(X)| ≥ |X|. A Hall feltétel az r-reguláris gráf bármelyik színosztályára teljesül, tehát 
sakugyan létezikteljes párosítás, és pontosan ezt kellett bizonyítanunk. �Míg a χ ≥ ω be
slés általában nem túl jó (mutatják ezt a My
ielski gráfok), addig a fenti be
slésközel jár az igazsághoz.Vizing tétele: Ha G véges, egyszer¶ gráf, akkor χ′(G) ≤ ∆(G) + 1 . �9Ha 
sak a 6-színtételt szeretnénk igazolni, akkor ez sem okozna problémát, és a bizonyítást itt be is fejezhetnénk.
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6. Perfekt gráfokAz idei el®adáson jóval kevesebbet mondtunk el perfekt gráfokról, mint amennyit egyébként szoktunk. Az elhagyottanyagot az apró bet¶s részek tartalmazzák, ezeket (idén) nem kell tudni a vizsgán.Def: A G véges gráf perfekt, ha G minden feszített G′ részgráfjára χ(G′) = ω(G′) teljesül.Megjegyzés: A fenti de�ní
iót az motiválja, hogy azoknak a gráfoknak a szerkezetére vagyunkkíván
siak, amelyekre a kromatikus számra vonatkozó, χ(G) ≥ ω(G) alsó be
slés egyenl®séggel teljesül.Ebben a formában a kérdés nem szeren
sés, mert tetsz®leges (véges) G gráfhoz egy χ(G) méret¶ klikk-komponenst hozzávéve χ(G) = ω(G) fog teljesülni. Ezért kívánjuk meg az egyenl®séget minden feszítettrészgráfra.Példa: Ha G nemüres, páros gráf, akkor χ(G) = 2 = ω(G) (üres páros gráfra χ(G) = ω(G) = 1).Mivel páros gráf feszített részgráfja is páros gráf, ezért minden páros gráf perfekt.Minden út páros gráf, ezért minden út perfekt.
χ(Kn) = n = ω(Kn), továbbá minden klikk feszített részgráfja klikk, ezért minden klikk perfekt.Ha n ≥ 2, akkor χ(C2n+1) = 3 6= 2 = ω(C2n+1), tehát a páratlan kör (a C3 = K3 kivételével) nemperfekt gráf. (Viszont minden feszített részgráfja perfekt, tehát a legalább 5 hosszú ptn kör egyminimálisimperfekt gráf.)Az alábbi tételek további gráfosztályok perfektségét igazolják:Tétel: Ha G komplementere páros gráf, akkor G perfekt.Biz: Ha G páros gráf komplementere, akkor G minden feszített részgráfja is páros gráf komplemen-tere, ezért elegend® azt bizonyítani, hogy χ(G) = ω(G) ha G komplementere páros. K®nig és Gallaitételei alapján (páros gráfban nin
s hurokél) ω(G) = α(G) = n − τ(G) = n − ν(G). Az egyenl®ségigazolásához elegend® a χ(G) ≤ ω(G) bizonyítása, azaz G egy n − ν(G) színnel történ® színezésénekmegadása. Ilyet pedig úgy kapunk, hogy rögzítjük G-nek egy ν(G) élb®l álló, M maximális párosítását,és minden 
sú
sot különböz® színnel színezünk, kivéve, hogy M minden élének végpontjai azonos színtkapnak. Ezáltal a felhasznált színekben az n-hez képest ν(G) megtakarítást érünk el. �Tétel: Páros gráf élgráfja perfekt.Biz: Ha G páros gráf, akkor L(G) élgráfjának tetsz®leges feszített részgráfja azonos G egy alkalmasrészgráfjának élgráfjával, azaz szintén egy páros gráf élgráfja. Elegend® tehát azt bizonyítani, hogy
χ(L(G)) = ω(L(G)) tetsz®leges G páros gráfra.Mivel G háromszög-mentes, ezért L(G) minden klikkje G egy 
sú
sból induló éleinek felel meg, így
ω(L(G)) = ∆(G). K®nig páros gráfok élszínezésér®l szóló tételének felhasználásával ω(L(G)) = ∆(G) =
χ′(G) = χ(L(G)) következik. �Tétel: Páros gráf élgráfjának komplementere perfekt.Biz: Ha G páros gráf, akkor L(G) feszített részgráfja nem más, mint L(G′), ahol G′ a G alkalmasrészgráfja. Mivel G′ páros, ezért elegend® azt igazolni, hogy χ((L(G))) ≤ ω(L(G)) tetsz®leges G párosgráfra (a másik irányú egyenl®tlenség triviális).A K®nig tétel alapján ω(L(G)) = α(L(G)) = ν(G) = τ(G), ezért elegend® τ(G) színnel kiszínezni
L(G)-t. Legyen U ⊂ V (G) egy τ(G) pontból álló lefogó ponthalmaz, és válasszunk G minden egyes
e éléhez e-nek egy U -beli végpontját. Ha minden élt a kiválasztott végpontnak megfelel®en színezünk,akkor τ(G) színt használunk, és az azonos szín¶ élek páronként szomszédosak, azaz a nekik megfelel®pontok L(G)-ben függetlenek. Tehát ez 
sakugyan egy τ(G) színnel történ® színezése L(G)-nek. �További példát is adunk perfekt gráfra, de ehhez értelmezzük a rendezést.Def: Ha D irányított gráf, akkor u D

−→
v jelöli azt, hogy u-ból vezet v-be D-ben irányított út.A D irányított gráf a
iklikus, ha nem tartalmaz irányított kört.A D irányított gráf v 
sú
sa forrás (nyel®), ha v-be nem fut be (v-b®l nem indul ki) G-nek éle.Állítás: Ha a D véges, irányított gráf a
iklikus, akkor létezik forrása és nyel®je is.Biz: Tetsz®leges pontból kiinduló sétát az a
iklikus tulajdonság miatt sosem érinthet korábban érintett pontot, ezérta séta el®bb-utóbb elakad egy nyel®ben. A megfordított éleken haladó séta hasonló okok miatt forrásba jut. �A � relá
iót az X halmazon részbenrendezésnek nevezzük, ha létezik az X ponthalmazon egy a
iklikus D irányítottgráf, melyre (x � y) ⇐⇒ (x D

−→
y) . (Az x-t akkor tekintjük kisebbnek y-nál, ha x-b®l irányított úton y-ba juthatunk.)lateA � részbenrendezés szerint x és y összehasonlítható, ha x � y vagy y � x.Megjegyzés: A részbenrendezés szokásos de�ní
iója három tulajdonságot kíván meg:(1) re�exivitás: x � x ∀x ∈ X, (2) antiszimmetria: ha x � y és y � x, akkor x = y, valamint(3) tranzitivitás: ha x � y és y � z, akkor x � z.Könny¶ ellen®rizni, hogy a
iklikus D irányított gráf esetén a �:= D

−→
relá
ió kielégíti a fenti 3 feltételt. Másrészt az isközvetlenül adódik, hogy ha � a fenti 3 tulajdonságot teljesít® relá
ió, akkor az X halmazon bevezetve minden xy élt,melyre y 6= x � y, egy olyan a
iklikus D irányított gráfot kapunk, melyre �= D

−→
. Tehát a részbenrendezés hagyományosde�ní
iója egyenérték¶ a fenti, irányított gráfossal.Példa:1. A valós számok a ≤ rendezéssel. (Bármely 2 szám összehasonlítható, tehát ez egy teljes renezés.)2. Az X halmaz részhalmazain értelmezett ⊆ relá
ió. (Vannak nem összehasonlítható elemek.)3. Az N halmazon az oszthatóság. (Vannak nem összehasonlítható elemek.)16



4. Intervallumrendezés: I1, I2, . . . valós intervallumok. Ii � Ij , ha Ii = Ij , vagy xi < xj minden xi ∈ Ii, xj ∈ Ij esetén.(Az Ij intervallum teljes egészében jobbra van Ii-t®l.)Def: Legyen � az X halmaz részbenrendezése. A G� összehasonlítási gráf
sú
shalmaza X, élei pedig azon uv-k, melyekre u 6= v, továbbá u és v össze-hasonlítható: x � y vagy y � x.Példa: Legyenek az I1, I2, . . . valós intervallumok a G gráf 
sú-
sai, és fusson az Ii és Ij 
sú
sok között él, ha Ii ∩Ij 6= ∅. (Az ilyentípusú gráfok neve intervallumgráf.)Megjegyzés: A G intervallumgráf komplementere az intervallumrendezés-nek megfelel® összehasonlítási gráf. f
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Tétel: Ha � a véges X halmaz részbenrendezése, akkor a G� összehasonlítási gráf perfekt.Biz: El®ször meg�gyeljük, hogy G� minden feszített részgráfja is összehasonlítási gráf. Valóban: a G� ponthalmazánakegy U részhalmaza által feszített gráf nem más, mint az U -ra megszorított � |U részbenrendezés G�|U
összehasonlításigráfja. (Az világos, hogy a � |U megszorítás is részbenrendezés.)A tétel igazolásához tehát annyit kell megmutatni, hogy ha G� összehasonlítási gráf, akkor ω(G�) ≥ χ(G�). (Ittfelhasználtuk a korábban általában bizonyított ω(G�) ≤ χ(G�) egyenl®tlenséget.) Legyen D olyan a
iklikus irányítottgráf, melyre �= D

−→
. Legyen V1 a D gráf forrásainak halmaza és D1 := D − V1, legyen V2 a D1 forrásainak halmaza,és D2 := D1 − V2, stb. Tegyük fel, hogy V (G) = V1 ∪ V2 ∪ . . . ∪ Vk . Nyilván a V1, V2, . . . Vk ponthalmazok egyikén belülsem fut G�-nek éle, tehát G� k-színezhet®, azaz χ(G�) ≤ k. A konstruk
ió miatt minden ui ∈ Vi-hez van ui−1 ∈ Vi−1,melyre ui−1ui ∈ E(D). Létezik tehát D-ben egy v1v2 . . . vk irányított út V1-b®l Vk-ba. A v1, v2, . . . vk pontok G�-benklikket alkotnak, tehát ω(G�) ≥ k ≥ χ(G�). �Gyenge perfekt gráf tétel: Ha G perfekt, akkor (és 
sak akkor) G is perfekt.Köv.: Minden intervallumgráf perfekt.Biz: Az intervallumgráf komplementere az intervallumrendezés összehasonlítási gráfja, tehát perfekt. A gyenge perfektgráf tétel miatt az intervallumgráf is perfekt. �A gyenge perfekt gráf tételt el®ször Lovász bizonyította be, az alábbi állítás igazolásával.Lovász tétele: A G gráf perfekt ⇐⇒ G minden G′ feszített részgráfjára α(G′) · ω(G′) ≥ |V (G′)|.A szükségesség bizonyítása:Mivel G egy χ(G)-színezésének V1, V2, . . . színosztályai diszjunkt független halmazok,ezért |V (G)| = |V1| + |V2| + . . . ≤ α(G) · χ(G). Ha G′ a G perfekt gráf feszített részgráfja, akkor χ(G′) = ω(G′) miatt

|V (G′)| ≤ α(G′) · χ(G′) = α(G′) · ω(G′). �Gasparian bizonyítása Lovász tételére: Az elégségességet igazoljuk. A szükségességet láttuk, így elegend® aztmegmutatni, hogy ha G minimális imperfekt (azaz G nem perfekt, de minden valódi feszített részgráfja az), akkor α(G) ·
ω(G) < |V (G)|. Legyen α := α(G), ω := ω(G). Figyeljük meg, hogy ha A ⊆ V (G) független, akkor ω + 1 ≤ χ(G) ≤
χ(G − A) + 1 = ω(G − A) + 1 ≤ ω + 1, tehát ω = ω(G − A) = χ(G − A). Létezik tehát G minden α méret¶ A függetlenhalmazához egy ω méret¶, A-tól diszjunkt K(A) klikk G-ben.Legyen A0 = {a1, a2, . . . , aα} a G egy α méret¶ független halmaza. G − ai perfekt, és χ(G − ai) = ω(G − ai) = ω,tehát legyenek az A1

i , A2
i , . . . Aω

i független halmazok a G− ai gráf egy ω-színezésének színosztályai. Vegyük észre, hogy az
ω méret¶ K(Aj

i ) klikk a ω − 1 db Ak
i (k 6= j) színosztály mindegyikét legfeljebb 1 pontban metszi, ezért |K(Aj

i )∩Ak
i | = 1és ai ∈ K(Aj

i ). Mivel a K(Aj
i ) klikk az A0 függetlent sem metszheti 2 pontban, ezért l 6= i-re al 6∈ K(Aj

i ), vagyis
K(Aj

i ) ⊆ G− al. Az ω méret¶ K(Aj
i ) klikk a G− al gráf ω-színezésének A1

l , A2
l , . . . Aω

l színosztályait tehát 1− 1 pontbanmetszi. Az is világos, hogy az ω méret¶ K(A0) klikk diszjunkt ai-t®l, azaz a G − ai gráf ω-színezésének A1
i , A2

i , . . . Aω
iszínosztályait 1 − 1 pontban metszi.Legyen A az a mátrix, melynek α · ω + 1 sora az

A0, A1
1, A2

1, . . . Aω
1 A1

2, A2
2 . . . , Aω

αfüggetlen halmaznak megfelel® in
iden
iavektorok, a K mátrix α · ω + 1 sora pedig legyen rendre a
K(A0), K(A1

1), K(A2
1), . . . K(Aω

1 ), K(A1
2), K(A2

2) . . . , K(Aω
α)klikkek in
iden
iavektora. Mindkét mátrix tehát (α·ω+1)×|V (G)| méret¶, így az (α·ω+1)×(α·ω+1) méret¶ M = A·KTszorzatmátrix rangja is legfeljebb |V (G)|. Márpedig M minden eleme a megfelel® független halmaz és klikk közös elemeinekszámát tartalmazza, azaz M f®átlójában 0-k, minden f®átlótól különböz® helyén pedig 1-esek állnak. Könnyen látható,hogy M rangja α · ω + 1, azaz α · ω < |V (G)|. �Az intervallumgráfok perfektségét közvetlenül (a gyenge perfekt gráf tétel nélkül) is bebizonyítjuk.Ehhez a következ® segédtételre lesz szükség.Lemma: Tegyük fel, hogy a G gráf olyan, hogy minden feszített részgráfjának van szimpli
iális
sú
sa, azaz olyan v pontja, melynek szomszédai klikket alkotnak G-ben. Ekkor G perfekt.Biz: A G gráf n pontszáma szerinti induk
ióval bizonyítunk. Ha n = 1, akkor G perfekt, az állításigaz. Tegyük fel, hogy a legfeljebb n pontú gráfokra igaz a lemma, és legyen az állításban leírt tulajdon-ságú G gráfnak n+1 
sú
sa. A G gráf minden valódi feszített részgráfja legfeljebb n 
sú

sal rendelkezik,ezért igaz rájuk az induk
iós állítása. Vagyis 
supán annyit kell bizonyítanunk, hogy χ(G) = ω(G) áll.Legyen v a G szimpli
iális 
sú
sa és legyen G′ = G − v az e pont törlésével keletkez®, n 
sú
súgráf! Mivel v törlése legfeljebb eggyel 
sökkenti a klikkszámot, ezért ω(G) ≥ ω(G′) ≥ ω(G) − 1. Hatehát ω(G) > ω(G′), akkor ω(G) = ω(G′) + 1 = χ(G′) + 1 ≥ χ(G), ahol a második egyenl®ség azértigaz, mert a G′ gráfra teljesül az induk
iós állítás, az egyenl®tlenség pedig abból következik, hogy ha

G′-t kiszínezzük χ(G′) színnel, és v-nek egy újabb színt adunk, akkor G egy jó színezését kapjuk. Eztösszevetve a minden gráfra teljesül®, korábban bizonyított χ(G) ≥ ω(G) egyenl®tlenséggel, χ(G) = ω(G)adódik. 17



Az ω(G) = ω(G′) esetet kell még ellen®riznünk. Mivel v a szomszédaival együtt is klikket alkot,ezért v-nek legfeljebb ω(G) − 1 szomszédja lehet. Innen ω(G) = ω(G′) ≥ χ(G) ≥ ω(G) adódik, aholaz utolsó egyenl®tlenség a szokásos triviális be
slés. Az utolsó el®tti egyenl®tlenség magyarázata, hogy
G′ az induk
iós állítás szerint kiszínezhet® ω(G′) színnel, de v-nek ω(G′)-nél kevesebb szomszédja van,tehát v számára is marad felhasználható szín. Ez G-nek egy ω(G′) színnel történ® színezését adja, ennél
G kromatikus száma nem lehet nagyobb. �Be lehet bizonyítani, hogy az ú.n. merevkör¶ gráfok (melyekben 3-nál hosszabb körök nem fordulhatnak el® feszítettrészgráfként) rendelkeznek szimpli
iális 
sú

sal. Innen azonnal adódik, hogy a merevkör¶ gráfok perfektek.Az intervallumgráfok perfektségének bizonyítása: A fenti lemma miatt 
supán azt kell iga-zolni, hogy az intervallumgráf tetsz®leges feszített részgráfjának van szimpli
iális 
sú
sa. Mivel az inter-vallumgráf minden feszített részgráfja intervallumgráf, ezért elegend® 
supán annyit megmutatni, hogytetsz®leges intervallumgráfnak létezik szimpli
iális 
sú
sa. Legyen G tehát egy intervallumgráf, és le-gyenek I1, I2, . . . a G-t meghatározó intervallumok. Feltehetjük, hogy az I1 intervallum jobbvégpontja alegkisebb az adott intervallumok jobbvégpontjai között. Állítjuk, hogy a G gráf I1-nek megfelel® 
sú
saszimpli
iális. Ehhez mindössze azt kell igazolni, hogy az I1-t metsz® intervallumok egymást is páronkéntmetszik. Mivel minden Ij intervallum jobbvégpontja jobbra van I1 jobbvégpontjától, ezért minden I1-tmetsz® intervallum tartalmazza I1 jobbvégpontját, és éppen ezt akartuk bizonyítani. �Megjegyzés: A fenti bizonyítás módszere alkalmas a tétel általánosítására, és intervallumgráfok helyett részfagráfokrólmegmutatni, hogy perfektek. Egy G gráf részfagráf, ha 
sú
sai egy F fa részfáinak felelnek meg úgy, hogy két 
sú
sközött pontosan akkor fut él, ha a megfelel® két részfának létezik közös 
sú
sa. Ha F egy út, akkor az F -hez tartozórészfagráf intervallumgráf, és minden intervallumgráf részfagráfja egy alkalmas útnak. Ha tekintjük F egy v 
sú
sát, akkorvagy minden részfa tartalmazza v-t, és akkor G egy klikk, ami perfekt, vagy létezik egy olyan T részfa, aminek a v-hezlegközelebbi u 
sú
sa v-t®l a lehet® legtávolabb van. Könnyen látható, hogy minden T -t metsz® részfa tartalmazza u-t,vagyis a G gráf T -nek megfelel® 
sú
sa szimpli
iális.Perfekt gráf tétel: (Chudnovsky, Robertson, Seymour és Thomas) Egy G véges gráf pontosanakkor perfekt, ha sem G, sem G nem feszít legalább 5 hosszú, páratlan kört. �Történelem A perfekt gráf tételt Claude Berge már 1960-ban sejtette. Széles körben ismertté válását követ®en népesmatematikushadsereg próbálta bebizonyítani, de 
sak részeredményeket sikerült igazolni. A sejtés fokozatosan a gráfelméletegyik 
entrális jelent®ség¶ megoldatlan problémájává vált: számos fontos kérésr®l derült ki, hogy szorosan kap
solódik aproblémához. A 2002-ben megtalált bizonyítás, mely jelent®s részben az akkor 25 éves Maria Chudnovsky nevéhez f¶z®dik,komoly áttörés a gráfelméletben. Maria id®közben több nehéz problémát oldott, ezzel is bebizonyítva, hogy részér®l nemvéletlen szeren
se volt a sejtés igazolása.7. A Turán-tételkörAz extremális gráfelmélet olyasfajta kérdéseket vizsgál, hogy mekkora lehet egy adott gráfparaméter, haa gráfra különböz® megkötéseket teszünk. A számos ilyen kérdés közül egy lehetséges annak vizsgálata,hogy hogyan alakul egy gráf élszáma, ha bizonyos részgráfokat kizárunk. Az egyik legegyszer¶bb eset,ha a nagy klikkek a kizárt részgráfok.Mantel tétele: Ha az n-pontú, egyszer¶ G gráf háromszögmentes (azaz ω(G) ≤ 2), akkor |E(G)| ≤
⌊

n
2

⌋

·
⌈

n
2

⌉ .Biz: Legyen v a G-nek egy ∆(G)-fokú pontja. Mivel G nem tartalaz K3-t, az N(v) egy ∆(G) méret¶független ponthalmaz, ahonnan α(G) ≥ ∆(G). Gallai tételét alkalmazva
|E(G)| ≤ τ(G)∆(G) ≤ τ(G)α(G) = τ(G)(n − τ(G)) ≤

⌊n

2

⌋

·
⌈n

2

⌉adódik. �A tételbeli korlát elérhet®, ha pl. a gráf egy olyan teljes páros gráf, melynek osztályaiba a lehet®legegyenletesebben osztottuk el a pontokat, azaz úgy, hogy a két színosztály mérete legfeljebb eggyelkülönbözzön. Igaz az is, hogy ez az egyetlen extrém gráf, de ezt általánosabban is be tudjuk bizonyítani.Def: A G gráfot teljes m-osztályú gráf nak nevezzük, ha G egyszer¶, és G komplementere m db disz-junkt klikkb®l áll. Úgy is mondhatjuk, hogy G pontjai m osztályba sorolhatóak úgy, hogy uv pontosanakkor éle G-nek, ha u és v különböz® osztályba esnek.Def: Az n-pontú, m-osztályú Turán-gráf olyan n-pontú, m-osztályú teljes gráf, mely komplemente-rében a klikkek mérete legfeljebb eggyel tér el egymástól. (Azaz, ha n = qm + r, ahol 0 ≤ r < m, akkora gráfnak r db q + 1 méret¶ és m − r db q méret¶ osztálya van.) A fenti Turán-gráfot Tn,m jelöli.Turán tétele: Ha az egyszer¶ G gráf nem tartalmaz Km+1-gyel izomorf részgráfot (azaz ω(G) ≤ m),akkor |E(G)| ≤ |E(Tn,m)|, és egyenl®ség pontosan akkor áll, ha G ∼= Tn,m.Biz: Kényelmes áttérni a komplementerre, azaz azt igazolni, hogy ha a H := G egyszer¶ gráfbannin
s m + 1 ftn pont (vagyis α(H) ≤ m), akkor |E(H)| ≥ |E(Tn,m)|, és egyenl®ség pontosan akkor áll,ha a H gráf m diszjunkt klikkb®l áll, melyek mérete legfeljebb eggyel tér el egymástól.18



Legyen H tehát olyan n-pontú gráf, melyre α(H) ≤ m, és |E(H)|ezen belül minimális. Vegyük észre, hogy a következ® operá
ió nem növeli
α(H)-t. Ha u és v szomszédos pontok, akkor töröljük az u-ból indulóéleket, és u-t összekötjük v szomszédaival és v-vel. Ha ugyanis az operá
ióután létrejön egy F ftn ponthalmaz, akkor F u és v közül legfeljebb egyettartalmaz. Ha tehát F nem volt ftn korábban, akkor u ∈ F , de ekkor
F \ {u} ∪ {v} korábban szintén ftn volt. Ha u fokszáma nagyobb volt vfokszámánál, akkor a fenti operá
ió H élszámát 
sökkentette. v

u

w
v

w

u

Mivel H-nak minimális számú éle volt, ezért ha u és v szomszédos H-ban, akkor egyikük fokszámasem 
sökkenhet az operá
ió során, tehát u és v fokszáma megegyezik. Eszerint H minden komponensereguláris gráf. Tegyük fel, hogy valamelyik komponens nem klikk. Ekkor találunk olyan u, v, w pontokat,melyekre uv, vw ∈ E(G) 6∋ uw. Ha elvégezzük a fenti operá
iót u és v pontokra, akkor u fokszáma nemváltozik, de w fokszáma növekszik az uw él behúzása miatt. Ezáltal a komponens nem marad regulárisegy minimális élszámú ellenpéldában, ami ellentmondás.Azt kaptuk, hogy H minden komponense klikk. α(H) ≤ m miatt világos, hogy H-nak legfeljebb mkomponense van. Ha H komponenseinek száma m-nél kisebb, akkor egy komponenst két komponensrevágva az élszám tovább 
sökkenthet® úgy, hogy α(H) ≤ m igaz marad, tehát H pontosan m klikk-komponensb®l áll. Ha van két olyan klikk-komponens, melyek mérete legalább 2-vel különbözik, akkora nagyobb komponensb®l egy pontot a kisebbe átrakva H élszáma 
sökken, α(H) nem változik. Ez isellentmondás, vagyis H 
sakugyan Tn,m komplementere, és éppen ezt akartuk bizonyítani. �A Turán tétel alapján, ha egy gráfban nin
s nagy klikk, és a gráfnak a lehet® legtöbb éle van, akkor a gráfban nagyfüggetlen halmazok találhatóak. Felmerül a kérdés, vajon ez mindig igy van-e, azaz lehetséges-e, hogy egy gráfban a klikkekés a ftn halmazok is ki
sik. Pontosítjuk a kérdést: Igaz-e, hogy tetsz®leges k és l pozitív egészekhez létezik egy f(k, l) egészazzal a tulajdonsággal, hogy ha egy G gráfnak legalább f(k, l) pontja van, akkor vagy α(G) > k vagy ω(G) > l (vagymindkét egyenl®tlenség) teljesül. Ramsey megmutatta, hogy létezik ilyen f(k, l) mennyiség. A tételt és bizonyítását azextremális gráfelméletet egy másik vonulatának felvillantása okán közöljük.Ramsey tétele: Ha |V (G)| ≥ 2k+l, akkor α(G) ≥ k, vagy ω(G) ≥ l.Biz: k + l szerinti induk
ióval bizonyítunk, k + l = 1 esetén az állítás triviális: egy legalább kétpontú gráfban vagy vankét összekötött, vagy van két összekötetlen pont. Tegyük fel, hogy (k + l − 1)-re már igazoltuk a tételt.Legyen |V (G)| = 2k+l, és legyen v a G egy pontja. Az induk
iós feltevés szerint, ha d(v) ≥ 2k+l−1, akkor a v szomszédaifeszítette részgráf vagy tartalmaz k méret¶ függetlent, vagy l− 1 méret¶ klikket, mely utóbbi v-vel együtt G egy l méret¶klikkjét alkotja.Egyébként d(v) ≤ 2k+l−1 − 1, vagyis v legalább 2k+l−1 ponttal nin
s összekötve G-ben. Az induk
iós feltevés miattezek a pontok vagy feszítenek egy k−1 méret¶ ftn halmazt (mely v-vel együtt G egy k méret¶ független halmazát alkotja),vagy található a nemszomszédok között l pont, mely klikket feszít. A tétel állítása ebben az esetben is teljesül. �A Ramsey tétel egy következménye, hogy min(α(G), ω(G)) ≥ log2(|V (G)|)
2

teljesül tetsz®leges, véges G gráfra.8. Oszthatóság, prímekDef: Az a, b egész számokról azt mondjuk, hogy a osztja b-t, vagy másképpen, hogy b az a többszöröse,(jelölése a | b), ha b = aq valamely q egész számra. Az n szám osztóinak halmazát D(n) jelöli. Világos,hogy n 6= 0 esetén ±1,±n ∈ D(n). A D(n) \ {±1,±n} halmaz elemeit n valódi osztóinak nevezzük.Meg�gyelés: (1) Ha a | b akkor tetsz®leges c ∈ Z-re a | bc ill. ac | bc.(2) Bármely a | b esetén (a | c) ⇐⇒ (a | b + c).(3) Tetsz®leges a egészre D(a) = D(|a|). �Def: A p > 1 egész szám felbonthatatlan, ha p = a · b (a, b ∈ N) ⇒ a = p vagy b = p.Az n > 1 egész szám összetett, ha nem felbonthatatlan, azaz van valódi osztója. (Más szóval, el®áll két,nem feltétlenül különböz® valódi osztójának szorzataként.)A p > 1 egész szám prím, ha p | ab (a, b ∈ N) ⇒ p | a vagy p | b. (Más szóval, azok a számok prímek,melyek egészek egy szorzatát pontosan akkor osztják, ha valamelyik tényez®t osztják.)Állítás: Ha p prím, akkor p felbonthatatlan.Biz: Ha p = ab, akkor p | ab, ezért p prímvolta miatt p | a vagy p | b. Tudjuk még, hogy p ≥ a és
p ≥ b. Ha a ≤ p | a, akkor a = p, egyébként b ≤ p | b, így b = p. Tehát p valóban felbonthatatlan. �A következ® 
él annak igazolása, hogy minden felbonthatatlan szám prím. Ennek érdekében vanszükség a legnagyobb közös osztó fogalmára.Def: Az a1, a2, . . . , ak ∈ N számok közös osztóinak halmaza, D(a1, a2, . . . , ak) := D(a1) ∩ D(a2) ∩
. . . ∩D(ak). Ha ai 6= 0 valamelyik i-re, akkor a D(ai) halmaz felülr®l korlátos, így az (a1, a2, . . . , ak) :=
maxD(a1, a2, . . . , ak) de�ní
ió értelmes, és az a1, a2, . . . , ak számok legnagyobb közös osztóját de�niálja.Az a, b számokat relatív prímeknek mondjuk, ha (a, b) = 1.Meg�gyelés: (1) Tetsz®leges a 6= 0 egészre D(a, 0) = D(a) és (a, 0) = |a|, hisz D(0) = Z.(2) Tetsz®leges q egész szám esetén D(a, b) = D(a, b + aq). Spe
iálisan (a, b) = (a, b + aq) �19



A fenti meg�gyelés (2) része egyben eljárást is ad arra nézve, hogyan lehet a és b (nemnegatív) egészszámok legnagyobb közös osztóját meghatározni. Ha a ≤ b, akkor (a, b) meghatározása helyett elegend®
(a, b) = (a, b−a) meghatározása, és iterálhatjuk ezt a lépést, azaz azt, hogy a két szám közül a nagyobbólkivonjuk a kisebbet. Ha a kivonás után a és b nagyságrendje nem változik, akkor ismét a-t vonjuk ki
b − a = b′-b®l, ha a nagyságrend megfordul, akkor b′-t vonjuk ki a-ból, s.í.t. Persze okosabb, ha a-tmindjárt annyiszor vonjuk ki, ahányszor 
sak lehet, azaz ⌊

b
a

⌋-szer. Más szóval, felírjuk b-t b = q · a + ralakban, ahol q egész, és 0 ≤ r < a, majd (a, b) = (a, r) lépést végzünk. Ez a lépés az alapja az alábbimódszernek.Euklideszi algoritmus: Legyen a, b ∈ N, b > a. De�niáljuk az a0 := a, a1, a2, . . . ill. b0 :=
b, b1, b2, . . . számokat úgy, hogy bi = qi · ai + ai+1, ill. bi+1 := ai legyen, ahol qi-t úgy válaszjuk, hogy
0 ≤ ai+1 < ai teljesüljön. Az eljárás akkor ér véget, ha ak+1 = 0.A fentiek szerint (a, b) = (a0, b0) = (a1, b1) = . . . = (ak+1, bk+1) = (0, bk+1) = bk+1 = ak adódik alegnagyobb közös osztóra. Az eljárás azért ér véget, mert az (ai) sorozat nemnegatív egészekb®l áll és
sökken, tehát az Euklideszi algoritmus lépésszámára |a0| fels® be
slés.Megjegyzés: Az Euklideszi algoritmus valójában ennél sokkal hatékonyabb: belátható, hogy ai+2 ≤ ai

2
, ezért alépésszám lényegében log2(a0), vagyis a0 bináris jegyeinek számával arányos. S®t: ha az Euklideszi algoritmusban ai-t úgyválasztjuk, hogy −

¨ ai

2

˝

≤ ai+1 <
˚ ai

2

ˇ teljesüljön (amit szintén megtehetünk), akkor |ai+1| ≤ | ai

2
| is teljesülni fog, amit®laz algoritmus elméleti hatékonysága tovább növekszik.Köv.: Legyenek a, b tetsz®leges pozitív egészek.(1) Léteznek m és n egészek úgy, hogy (a, b) = na + mb teljesüljön, azaz a a és b legnagyobb közös osztója felírható a és bú.n. egész kombiná
iójaként.(2) Ha d ∈ D(a, b), akkor d | (a, b). Azaz D(a, b) = D((a, b)), más szóval, a közös osztók halmaza azonosa legnagyob közös osztó oszóinak halmazával.Biz: (1) Számítsuk ki az (a, b) legnagyobb közös osztót az Euklideszi algoritmussal! Világos, hogy a0 = 1 · a + 0 · b és

b0 = 0 · a + 1 · b felírható egész kombiná
ióként. Könnyen látható, hogy ha ai felírható az a és b egész kombiná
iójaként(azaz ai = bi+1 = nia0 +mib0 alakban, ahol ni, mi ∈ Z), akkor ai+1 is felírható bizonyos ni+1 és mi+1 egész együtthatókmeghatározta egész kombiná
ióként. Teljes induk
ióval tehát ak = (a, b) is el®áll a és b egész kombiná
iójaként.(2) A tétel imént igazolt (1) része miatt (a, b) = na + mb alkalmas n, m egészekre. Ha tehát d | a és d | b, akkor
d | na + mb = (a, b) is teljesül. �Tétel: Minden felbonthatatlan szám prím.Biz: Legyen p felbonthatatlan, és tegyük fel, hogy p | ab. Azt szeretnénk igazolni, hogy p | a vagy p | b. Tekintsüka d := (p, a) legnagyobb közös osztót. Mivel d | p, és p-nek nin
s valódi osztója, ezért d = 1 vagy d = p lehet. Utóbbiesetben p | a, kész vagyunk. Egyébként d = 1. Ha most indirekt feltesszük, hogy p ∤ b, akkor (p, b) = 1 teljesül. Ezért azEuklideszi algoritmus utáni következmény miatt az 1 el®áll kétféle egész kombiná
ióként: ka + lp = 1 = mb + np. Innen
1 = 1 · 1 = (ka + lp) · (mb + np) = X · ab + Y · p, ahol X, Y egészek. Márpedig p | ab miatt p | X · ab + Y · p = 1,ellentmondás. �Végre ki tudunk mondani valami fontosat.A számelmélet alaptétele: Minden 1 < n ∈ N szám (a tényez®k sorrendjét®l eltekintve) egyértel-m¶en bontható fel prímszámok szorzatára.Biz: n szerinti induk
ióval bizonyítunk. A tétel n = 2-re világos. Tegyük fel, hogy minden, k-nálkisebb számra már bizonyítottunk, és legyen n = k. Ha n prím, akkor kész vagyunk, hisz egytényez®sszorzatunk van, ami egyértelm¶ felbontás, hisz egyetlen prím sem áll el® két egynél nagyobb számszorzataként.Különben n-nek van egy p prímosztója, hisz (összetett szám lévén) van valódi osztója, és a legki-sebb valódi osztója szükségképpen prím. Az n = pn′ felbontásbeli n′ szám az induk
iós feltevés miattegyértelm¶en bomlik prímek szorzatára: n′ =

∏k
i=1 pαi

i . Innen megkaptunk egy n = p
∏k

i=1 pαi

i prímekszorzataként történ® el®állítást. Tegyük fel, hogy n =
∏l

j=1 qj is egy prímek szorzatára bontás. Mivel
p | n, p prímtulajdonsága miatt p = qm valamely m = 1, 2, . . . , l-re. Ám ekkor n′ =

∏k
i=1 pαi

i =
∏

j 6=m qj ,így az n′-re már igazolt egyértelm¶ség miatt n is egyértelm¶en bomlik prímtényez®k szorzatára. �.Def: Az n szám kanonikus alakján az n prímtényez®k szorzataként való el®állítását értjük. Az npozitív osztóinak számát d(n), pozitív osztóinak összegét σ(n) jelöli.Egy n szám kanonikus alakja sok hasznos informá
iót ad n-r®l, pl. az osztóiról.Tétel: Legyen n =
∏k

i=1 pαi

i az n szám kanonikus alakja. Ekkor n pozitív osztóinak száma d(n) =
∏k

i=1(αi + 1), az n pozitív osztóinak összege pedig σ(n) =
∏k

i=1
p

αi+1

i
−1

pi−1 .Biz: Bármely d | n osztó kanonikus alakja olyan, hogy azt további prímekkel megszorozva n kano-nikus alakját kapjuk, azaz d =
∏k

i=1 p
βi

i , ahol 0 ≤ βi ≤ αi teljesül minden i-re. Világos, hogy mindenosztóhoz tartozik egy (β1, . . . , βk) kitev®sorozat, és különböz® kitev®sorozatok (a prímfelbontás egyértel-m¶sége miatt) különböz® osztókhoz tartoznak. (A d = 1 osztóhoz pl. a 
supa-0 sorozat tartozik.) Vagyisa pozitív osztók száma azonos a lehetséges (β1, . . . , βk) sorozatok számával, ahonnan d(n) =
∏k

i=1(αi+1)adódik, hisz minden βi a többi kitev®t®l függetlenül αi + 1 érték valamelyikét veszi fel.20



Világos, hogy az osztók összege σ(n) = (1 + p1 + p2
1 + . . . + pα1

1 )(1 + p2 + p2
2 + . . . + pα2

2 ) . . . (1 + pk +

p2
k + . . .+pαk

k ) =
∏k

i=1
p

αi+1

i
−1

pi−1 , hisz minden osztó egyértelm¶en áll el®, mint az els® szorzat egy kifejtésitagja, míg a második egyenl®ség a mértani sorozatok összegzésével adódik. �Def: Ha a és b egész számok, akkor [a, b] jelöli a és b legkisebb közös többszörösét, azaz azt a legkisebbpozitív egész n számot, amire a | n és b | n teljesül.Meg�gyelés: Legyenek a és b pozitív egészek. Ekkor (a, b) kanonikus alakját úgy kapjuk, hogy az aés b kanonikus alakjában szerepl® közös prímeket a szerepl® kisebb kitev®re emelve összeszorozzuk. Az
[a, b] legkisebb többszörös kanonikus alakja úgy áll el®, hogy az a vagy b kanonikus alajában szerepl®összes prímet a felbontásbeli nagyobb kitev®re emelve összeszorzunk. Végül ab = (a, b) · [a, b].Biz: Az els® két állítás következik az osztó kanonikus alakjára vonatkozó korábbi meg�gyelésünkb®l,a harmadik állítás pedig közvetlenül adódik az els® kett®b®l. �Tétel: A prímszámok száma végtelen.Biz: Elegend® azt megmutatni, hogy minden 2 ≤ n ∈ N-re létezik n-nél nagyobb prímszám. Mivel
n! az 1, 2, . . . , n számok mindegyikével osztható, ezért N := n! + 1 az 1, 2, . . . , n számok mindegyikéhezrelatív prím, tehát N nem osztható egyetlen n-nél kisebb prímmel sem. Vagyis N kanonikus alakjábankizárólag n-nél nagyobb prímek fordulnak el®. �Tétel: Szomszédos összetett számokból tetsz®legesen hosszú sorozat létezik, azaz bármely n ∈ N-relétezik olyan N , melyre az N + 1, N + 2, . . . , N + n számok mindegyike összetett.Biz: Legyen N := (n + 1)! + 1. Ekkor tetsz®leges 2 ≤ k ≤ n + 1 esetén k | (n + 1)! + k = N + (k− 1),tehát N + 1, N + 2, . . . , N + n egyaránt összetett. �Def: Az a, b számok ikerprímek, ha prímek, és különbségük 2.Megoldatlan probléma annak eldöntése, hogy véges vagy végtelen sok ikerprím van-e.A prímek eloszlásáról szólnak a következ® állítások.Csebisev tétel: Tetsz®leges n pozitív egészre létezik p prím, melyre n < p < 2n. �Érdekesség, hogy a Csebisev tételre Erd®s Pál találta az els® elemi bizonyítást még középiskoláskorában.Diri
hlet tétel: Ha (a, d) = 1 és d > 0, akkor az a, a + d, a + 2d, . . . végtelen számtani sorbanvégtelen sok prímszám található.Prímszámtétel:

lim
x→∞

π(x)
x

ln x

= 1 ,ahol ln az e alapú logaritmust, π(x) pedig az x-nél nem nagyobb prímek számát jelöli. �A prímszámokkal kap
solatos megoldatlan problémák tárháza szinte kimeríthetetlen. Az egyik érde-kes probléma a Goldba
h sejtés, mely szerint minden 2-nél nagyobb páros szám el®áll két prím összege-ként. A Goldba
h sejtésb®l egyébként közvetlenül következik a Csebisev tétel, hisz ha n > 1 és 2n + 2el®áll két prím összegeként, mondjuk 2n+2 = p+ q alakban, akkor p és q közül a nagyobbik bizonyosan
n + 1 és 2n − 1 közé esik.9. Kongruen
iákDef: 10 a, b, m ∈ Z, 0 < m esetén azt mondjuk, hogy a kongruens b modulo m (jelölése a ≡ b(mod m),röviden a ≡ b(m)), ha m | a − b.A fenti, m szerinti kongruen
ia ekvivalen
iarelá
ió, ugyanis (1) re�exív, azaz a ≡ a(m), ∀a ∈ Z,(2) szimmetrikus, azaz a ≡ b(m) ⇒ b ≡ a(m), ∀a, b ∈ Z, és (3) tranzitív, azaz a ≡ b(m), b ≡ c(m) ⇒
a ≡ c(m), ∀a, b, c ∈ Z. Ez azt jelenti, hogy az egész számok halmazát fel tudjuk bontani a modulo mkongruen
ia szerinti ekvivalen
iaosztályokra, melyeket m szerinti maradékosztályoknak nevezünk. Kétszám tehát akkor van azonos maradékosztályban, ha különbségük m többszöröse. Ezen a ponton mégnem világos, hány maradékosztály is van modulo m. Inkább azt jegyezzük meg, hogy az m szerintikongruen
ia kompatibilis a az összeadás, kivonás és szorzásm¶veletekkel:Ha a ≡ b(m) és c ≡ d(m), akkor a + c ≡ b + d(m) (hisz m | a − b + c − d), illetve ac ≡ bd(m) (u.i.
m | a(c− d) + d(a− b) = ac− ab), és innen látszik az is, hogy a− c ≡ b + (−1)c ≡ b +(−1)d ≡ b− d(m).10Aki szeretné, hogy a vizsgáztató alaposan kikérdezze t®le a kongruen
iákat, használja a következ® de�ní
iót: a ≡ b
(mod m) azt jelenti, hogy a és b m-mel osztva ugyanannyi maradékot ad. Ekkor persze a következ® természetes kérdés, hogymit is jelent az osztási maradék. Nos, ezt lehetséges helyesen de�niálni, és az alternatív de�ní
ió persze ekkor ekvivalenslesz az �igazival�. Azonban az ebben a részben szerepl® állítások nagy részének bizonyítása sokkal ügyetlenebb, ha ezta de�ní
iót használjuk, ráadásul egyúttal azt is jelezzük a vizsgáztatónak, hogy nagy valószín¶séggel a maradékosztályfogalmát sem értjük pontosan. (Jegyezzük meg azért, hogy sokszor hasznos az alternatív de�ní
ió ismerete.)21



A fenti kompatibilitás miatt, egy maradékosztályok vizsgálatakor elegend® 
sak a maradékosztályokreprezentánsait nézni, hisz modulo m kongruen
ia szempontjából (legalábbis az +,−, · m¶veletekrenézve) a maradékosztály elemei egyformán viselkednek. Modulo m teljes maradékrendszernek nevezzüktehát egész számok egy H halmazát, ha H minden modulo m maradékosztályból pontosan egy elemettartalmaz, azaz, ha H bármely két, különböz® h1, h2 elemére h1 6≡ h2(m), továbbá tetsz®leges z ∈ Zegészhez létezik h ∈ H , melyre z ≡ h(m).Állítás: Az m szerinti maradékosztályok száma m. Más szóval, ha H teljes maradékrendszer modulo
m, akkor |H | = m.Biz: Vegyük észre, hogy a H = {0, 1, . . . , m− 1} teljes maradékrendszer modulo m, hiszen bármelykét elemének különbsége m-nél kisebb, így H elemei különböz® maradékosztálybeliek. Továbbá bármely
z egész kongruens H valamely elemével, hisz z egyértelm¶en írható fel z = mq + r alakban, ahol az rmaradék 0 és m − 1 közötti. �Az m szerinti kongruen
iarelá
ió nem kompatibilis az osztás m¶velettel, azaz a ≡ b(m)-b®l általábannem következik az a

c
≡ b

c
(m), hiszen lehet, hogy a

c
egész, b

c
pedig nem az.Állítás: Ha ad ≡ bd(m), akkor a ≡ b( m

(m,d)).Biz: Legyen D = (m, d) és m = m′D, ill. d = d′D. Ekkor m′D = m | ad−bd = (a−b)d = (a−b)Dd′,ezért m′ | d′(a − b). Mivel a d′ kanonikus alakjában szerepl® prímek nem szerepelnek m′ kanonikusalakjában, ezért m′ | a − b következik, azaz a ≡ b(m′). �Köv.: Ha (m, d) = 1 és ad ≡ bd(m), akkor a ≡ b(m). �Egy teljes maradékrendszer segítségével könnyen kaphatunk egy másik teljes maradékrendszert.Állítás: Legyenek k és m 6= 0 egészek, ill. (a, m) = 1. Ha H teljes maradékrendszer modulo makkor {h + k : h ∈ H} és {ah : h ∈ H} egyaránt teljes maradékrendszerek modulo m. Azaz, ha egyteljes maradékrendszer minden eleméhez ugyanannyit adunk hozzá, vagy egy teljes maradékrendszertegy modulushoz relatív prím számmal végigszorzunk, akkor újfent teljes maradékrendszert kapunk.Biz: Mivel mindkét vizsgált rendszer mérete m, 
supán azt kell ellen®rizni, hogy mindkét rendszerreigaz, hogy elemei páronként különböz® maradékosztályba tartoznak modulo m. Tehát, ha h1 + k ≡
h2 + k(m) valamely h1, h2 ∈ H esetén, akkor h1 ≡ h2(m) a kivonás kompatibilitása miatt, és ezért
h1 = h2, hisz H teljes maradékrendszer. Másfel®l, ha ah1 ≡ ah2(m), akkor (a, h) = 1 miatt lehet osztani,vagyis h1 ≡ h2(m) és ismét h1 = h2 következik. Tehát mindkét halmaz valóban teljes maradékrendszer.
� Láttuk, hogy osztani 
sak a modulushoz relatív prím számmal lehet a modulus megváltozása nél-kül. Ha azonban olyan osztóval akarunk osztani, mely az egyik oldalt nem osztja (pl az 5x ≡ 3(11)kongruen
iát akarjuk x-re megoldani, ezért 5-tel szeretnénk osztani), akkor a fenti, osztással kap
so-latos meg�gyelések nem segítenek. Ha azonban ilyen esetben az osztást a re
iprokkal való szorzásnaktekintjük, akkor 
supán arra van szükség, hogy �az el®bbi példánál maradva� meghatározzuk az 5re
iprokát modulo 11, és azzal szorozzunk. A továbbiakban ez a 
él vezet bennünket.Meg�gyelés: Ha (a, m) = 1 és a ≡ b(m), akkor (b, m) = 1.Biz: Mivel m | a − b, ezért minden d | m esetén d | a ⇐⇒ d | b. �A fenti meg�gyelés szerint, ha egy a szám relatív prím m-hez, akkor a maradékosztályának mindeneleme relatív prím m-hez. Vagyis modulo m kétféle maradékosztály létezik: az egyiknek minden elemerelatív prím m-hez (ezek a relatív prím maradékosztályok), a másik fajtabeliek minden elemének van
1-nél nagyobb közös osztója m-mel.Def: A H ⊂ Z halmaz redukált maradékrendszer modulo m, ha H minden olyan modulo m mara-dékosztályból, melyek elemei relatív prímek m-hez pontosan egy elemet tartalmaz. Azaz, H minden helemére (h, m) = 1, továbbá, minden a egészhez, melyre (a, m) = 1 egyértelm¶en létezik h ∈ H úgy,hogy a ≡ h(m). Az m szerinti redukált maradékrendszer elemszámát (vagyis az m-hez relatív prímmaradékosztályok számát) ϕ(m) jelöli.Redukált maradékrendszert kapunk pl. akkor, ha egy teljes maradékrendszerb®l elhagyjuk a modu-lushoz nem relatív prím elemeket. Így ϕ(m) de�niálható úgy is, mint az 1, 2, . . . , m− 1 számok közül az
m-hez relatív prímek száma. (Itt a 0, 1, . . . , m − 1 teljes maradékrendszerb®l indultunk ki.)A relatív prím maradékosztályok fontos tulajdonsága, hogy két ilyen maradékosztály szorzata isrelatív prím maradékosztály lesz. Ennél több is igaz.Állítás: Ha (a, m) = 1, és H = {h1, h2, . . . , hϕ(m)} pedig egy redukált maradékrendszer modulo m,akkor aH := {ah1, ah2, . . . , ahϕ(m)} is redukált maradékrendszer modulo m.Biz: Azt kell igazolni, hogy az ahi-k páronként különböz®, m-hez relatív prím maradékosztályokhoztartoznak, hisz ekkor szükségképpen minden relatív prím maradékosztályból pontosan egy reprezentánsszerepel. Minden ahi relatív prím maradékosztályba tartozik, mert m-nek sem a-val, sem hi-vel nin
sközös prímosztója, így (m, ahi) = 1. E maradékosztályok pedig különböz®ek, hiszen ha ahi ≡ ahj(m),22



akkor a-val oszthatunk az osztásról szóló következmény szerint, azaz ai ≡ aj(m), ahonnan i = j követ-kezik. �A fenti állításból következik a kongruen
iák elméletének egyik legfontosabb tétele, mellyel meghatá-rozható a korábban hivatkozott modulo m re
iprok.Euler-Fermat tétel: Ha (a, m) = 1, akkor aϕ(m) ≡ 1(m).Biz: Legyen H = {h1, h2, . . . hϕ(m)} redukált maradékrendszer modulo m. Az el®z® meg�gyelésszerint az a-val végigszorzott aH := {ah1, ah2, . . . ahϕ(m)} is redukált maradékrendszer modulo m. Aszorzás kompatibilitása miatt ∏

i hi ≡
∏

i ahi(m), ami azt jelenti, hogy ∏

i hi ≡ aϕ(m)
∏

i hi(m). Mivel
(m,

∏

i hi) = 1, az osztásra vonatkozó meg�gyelés szerint aϕ(m) ≡ 1(m), amit bizonyítani akartunk. �Köv.: (kis Fermat tétel) Ha p prím, akkor bármely a egészre ap ≡ a(p).Biz: Világos, hogy ϕ(p) = p − 1 (hisz 1-t®l p − 1-ig minden egész relatív prím p-hez), ezért ha
(a, m) = 1, akkor ap−1 ≡ 1(p), ahonnan ap ≡ a(p). Ha (a, p) 6= 1, akkor p prímtulajdonsága miatt p | a,azaz a ≡ 0(p), és ap ≡ 0 ≡ a(p). �A fenti bizonyításban láttuk, hogy ϕ(p) = p − 1, ha p prím. Ahhoz, hogy az Euler-Fermat tételtvalóban használni tudjuk, jó ha ki tudjuk számítani ϕ(m)-t tetsz®leges m modulusra. Prímhatványmo-dulusra könny¶ dolgunk van: ha n = pα valamely p prímre, akkor a és n pontosan akkor nem relatívprímek ha p | a. Tehát ϕ(n) nem más, mint az 1 és n közötti, p-vel nem osztható egészek száma. Mivela p-vel oszthatóak száma n

p
= pα−1, így ϕ(pα) = pα − pα−1 = (1 − 1

p
)n.A 
élunk ϕ(n) kiszámítása n kanonikus alakjából. Ehhez a kul
s a ϕ számelméleti függvény ú.n.multiplikatív tulajdonsága. Nem tilos ezt a tulajdonságot a szita-formulával bizonyítani, de mi próbálunkegy szemléletesebb utat követni.Tétel: Ha (m, n) = 1 akkor ϕ(mn) = ϕ(m)ϕ(n).Biz: Azt kell meghatároznunk, hogy a H = {1, 2, . . . , mn} halmazban hány mn-hez relatív prímszám van. Egy a szám pontosan akkor relatív prím mn-hez, ha a m-hez is és n-hez is relatív prím. Akérdés tehát úgy is fogalmazható, hogy a H halmazban n-hez relatív prímek között hány szám relatívprím m-hez.Tekintsünk egy m×n méret¶ mátrixot, melynek tehát m sora és n oszlopa van. Töltsük ki a mátrixota H halmaz elemeivel, azaz írjuk be az els® sorba az 1, 2, . . . , n, a másodikba az n+1, n+2, . . . , 2n, stb,általában az i-dik sorba az (i−1)n+1, (i−1)n+2, . . . , in számokat. Az ilyen módon kitöltött táblázat j-dik oszlopában a j, n+j, 2n+j, . . . , (m−1)n+j számok állnak. Vegyük észre, hogy ezek a számok egyfel®lmodulo n azonos maradékosztályból kerülnek ki, másrészt pedig modulo m egy teljes maradékrendszertalkotnak. Az utóbbi állítás azért igaz, mert a j-dik oszlopot úgy kapjuk a 0, 1, 2, . . . , m− 1 (modulo m)teljes maradékrendszerb®l, hogy minden elemet végigszorzunk az m-hez relatív prím n számmal, majdmegnöveljük j-vel. Egy korábbi állításban láttuk, hogy ezáltal teljes maradékrendszert kapunk modulo

m. Hol helyezkednek tehát el a táblázatban az n-hez relatív prím számok? Világos, hogy ezek a táblázat-nak éppen ϕ(n) oszlopát alkotják. Minden egyes ilyen oszlop egy teljes maradékrendszer modulo m, ezértminden egyes oszlopban ϕ(m) olyan szám áll, ami m-hez is relatív prím. A táblázatban tehát az mn-hezrelatív prím számok ϕ(n) oszlop mindegyikében ϕ(m) mez®t töltenek ki. Vagyis ϕ(mn) = ϕ(m) · ϕ(n),és éppen ezt akartuk bizonyítani. �Köv.: Ha n =
∏k

i=1 pαi

i az n kanonikus alakja, akkor
ϕ(n) =

k
∏

i=1

(pαi

i − pαi−1
i ) = n ·

∏

p|n, prím(1 − 1

p
) .Biz: A multiplikativitásról szóló tétel szrint ϕ(n) = ϕ(

∏k
i=1 pαi

i ) = ϕ(pα1
1 ) · (

∏k
i=2 pαi

i ) = ϕ(pα1
1 ) ·

ϕ(pα2
2 ) (

∏k
i=3 pαi

i ) = . . . =
∏k

i=1 ϕ(pαi

i ) =
∏k

i=1(p
αi

i − pαi−1
i ), ill. ∏k

i=1 ϕ(pαi

i ) =
∏k

i=1 pαi

i · (1 − 1
p
) =

(

∏k
i=1 pαi

i

)

·
(

∏k
i=1(1 − 1

p
)
)

= n · ∏k
i=1(1 − 1

p
) . �Wilson tétel: Ha p prím, akkor (p − 1)! ≡ −1(p).Biz: Minden 1 ≤ a ≤ p− 1 egészhez tartozik egy 1 ≤ b ≤ p− 1 egész, melyre ab ≡ 1(p), nevezetesenaz a b, melyre b ≡ ap−2(p), hiszen ekkor valóban ab ≡ ap−1 ≡ 1(p). Könnyen látható, hogy ha a-hoz b tartozik, akkor b-hez a tartozik, ugyanis a b-hez tartozó szám bp−2 ≡ (ap−2)p−2 = ap2−4p+4 =

(ap−1)p−3 · a ≡ 1p−3 · a ≡ a(p). Rendezzük át a (p− 1)! = 1 · 2 · . . . · (p− 1) tényez®it úgy, hogy párosávalálljanak a fenti értelemben egymáshoz tartozó számok. Ekkor minden pár szorzata 1 lesz modulo p, delesznek olyan számok is, melyek nem állnak párban, mert saját maguk re
iprokai. Ezekre az a számokra
ap−2 ≡ a ≡ ap(p) teljesül, azaz a2 ≡ 1(p), ami azt jelenti, hogy p | a2 − 1 = (a + 1)(a− 1), vagyis a = 1vagy a = p − 1. Tehát (p − 1)! ≡ 1 · (p − 1) ≡ −1(p), gy®ztünk. �23



Ha általában szeretnénk tudni, milyen maradékot ad (n−1)! n-nel osztva, akkor ezt összetett n-ekreis könnyen megkaphatjuk. Ha n felbontható két különböz® nemtriviális a és b osztójának szorzatára,akkor n = ab | (n − 1)! miatt (n − 1)! ≡ 0(n). Ha n nem ilyen összetett szám, akkor n egy p prímnégyzete, de ekkor p > 2 esetén n | p · 2p | (n− 1)! miatt szintén (n− 1)! ≡ 0(n) adódik, míg a kimaradóegyetlen eset a p = 2, amikoris n = 4, és (n − 1)! ≡ 2(n).Rátérünk ezek után a lineáris kongruen
iák tárgyalására. Lineáris kongruen
ián egy ax ≡ b(m)kongruen
iát értünk, ahol a és b adott egészek, m pedig adott pozitív egész. (Az m = 1 eset nem túlizgalmas, általában m ≥ 2-vel fogunk foglalkozni.) A lineáris kongruen
ia megoldása azt jelenti, hogymeghatározzuk mindazon egészeket, melyeket x helyébe írva a kongruen
ia igaz lesz.Amikor kongruen
iákkal dolgozunk, akkor általában úgy végzünk m¶veleteket, hogy mindkét olda-lon ugyanazzal a számmal végezzük az adott m¶veletet. Összefoglaljuk a kongruen
iákkal végezhet®m¶veletekkel kap
solatos legfontosabb tudnivalókat.Tétel: (1) a ≡ b(m) ⇐⇒ a + k ≡ b + k(m), (2) a ≡ b(m) ⇒ ad ≡ bd(m) ,(3) ad ≡ bd(m) ⇐⇒ a ≡ b( m
(m,d)), (4) így (m, d) = 1 esetén (a ≡ b(m) ⇐⇒ ad ≡ bd(m)) �Tehát az összeadás és kivonás ekvivalens átalakítások, a szorzás ill. osztás 
sak akkor, ha a szorzó ill.osztó a modulushoz relatív prím. Egyébként a modulust is szorozni, ill. osztani kell, hogy az ekvivalen
iamegmaradjon. Az alábbi tétel a megoldható lineáris kongruen
iákat jellemzi.Tétel: Az ax ≡ b(m) kongruen
ia pontosan akkor oldható meg, ha (a, m) | b. Ha ez teljesül, akkora kongruen
ia megoldáshalmaza (a, m) darab maradékosztály modulo m.Biz: Legyen d := (a, m). Ha az ax ≡ b(m) kongruen
ia megoldható, akkor d | m | ax−b, így d | a | axmiatt d | b következik. Ezzel a szükségességet igazoltuk.Tegyük fel tehát, hogy d | b. A d-vel való osztást a fentiek szerinti ekvivalens átalakításként elvégezveaz a′x ≡ b′(m′) kongruen
ia adódik, ahol a′ = a

d
, b′ = b

d
ill. m′ ≡ m

d
. Mivel a lnko-val osztottunk,

(a′, m′) = 1, ezért a kongruen
ia mindkét oldalának megszorzása az m′-höz relatív prím aϕ(m′)−1-gyelekvivalens átalakítás, tehát a kongruen
iánk x ≡ aϕ(m′)x = aϕ(m′)−1 · ax ≡ aϕ(m′)−1b(m) alakot ölt,tehát pontosan azon x-ek teszik igazzá a nyitott mondatot, melyekre x ≡ aϕ(m′)−1b(m′).Azt kaptuk, hogy a megoldások halmaza pontosan egy maradékosztály modulo m′. Hátra van még,hogy a megoldásokat modulo m adjuk meg. Minthogy m = m′d, ezért minden m′-maradékosztálypontosan d darab m-maradékosztály uniója, a konkrét esetben az alábbi reprezentánsokkal írható fel amegoldás: x ≡ aϕ(m′)−1b(m), vagy x ≡ aϕ(m′)−1b+m′(m), vagy x ≡ aϕ(m′)−1b+2m′(m), vagy . . ., vagy
x ≡ aϕ(m′)−1b + (d − 1)m′(m). �Sokszor szükség van a lineáris kongruen
iák gyakorlatban történ® megoldására. A fenti bizonyításbanvázolt módszert els® lépése, az (a, m)-val való leosztás minden további nélkül végrehajtható (pl. azEuklideszi algoritmust alkalmazva), azonban a továbbiak elvégzéséhez ismerni kell ϕ(m′)-t. Ezt azonbannem tudjuk kiszámítani m′ kanonikus alakja nélkül, ami nem feltétlenül áll rendelkezésre. Tehát ha márelértük, hogy az ax ≡ b(m) lineáris kongruen
iában (a, m) = 1, akkor a kongruen
iát visszavezethetjükegy kisebb modulusú kongruen
iára. Feltehet® ugyanis, hogy 0 ≤ a < m. Mivel a kongruen
ia ekvivalensazzal, hogy

ax − b = mx1 , ahonnan x =
mx1 + b

avalamely x1 egészre. Elegend® tehát megoldani az mx1 ≡ −b(a) kongruen
iát, és a kapott x1-t vissza-helyettesíteni az x-t megadó (második) egyenletbe. Ezáltal az eredeti kongruen
iát visszavezettük egy
a-modulusú kongruen
iára. Az eljárást követve, el®bb-utóbb egy xi ≡ c′(m′) kongruen
ia adódik, ahon-nan xi = m′ · n + c′, és ezt visszahelyettesítgetve x-t végül fel tudjuk írni x = mn + c alakban, vagyis
x ≡ c(m) lesz a megoldás.Sokszor 
élravezet® módszer lehet ügyes szorzásokkal elvégzett ekvivalens átalakítások egymásutánjais. Ilyenkor a modulus végig m marad, de a 
él rendszerint |a| 
sökkentése, egészen |a| = 1-ig, majdesetleges −1-gyel való szorzás adja a végeredményt. Amennyiben a lineáris kongruen
iában kis számokszerepelnek, ez a leggyorsabb eljárás a megoldásra. A módszert itt nem részletezzük, a gyakorlatokon azérdekl®d® olvasó nyilván számos példát látott a lineáris kongruen
ia �ügyeskedéssel� történ® megoldására.Megjegyezzük azonban, hogy a vizsgán számítani kell arra, hogy egy �véletlen� kongruen
iát a vizsgáztatóel®tt kell megoldania a hallgatónak.10. Algebrai struktúrákDef: A H halmazon értelmezett n-változós m¶veleten egy tetsz®leges f : Hn → H leképezést értünk,azaz minden, H elemeib®l képzett rendezett n-eshez (pl. (h1, h2, . . . , hn)-hez) H-nak egy bizonyos elemét24



(itt f(h1, h2, . . . , hn)-t) rendeljük.Megjegyzés: Rendszerint kétváltozós m¶veletekkel fogunk foglalkozni. Ilyen esetben a m¶velet jelétaz összem¶velt elemek közé (és nem elé) írjuk, azaz nem +(2, 2)-r®l, hanem 2 + 2-r®l beszélünk. Ez akonven
ió a továbbiakban nem fog felreértést okozni. (Valószín¶leg az volna 
sak igazán zavaró, ha nemalkalmaznánk ezt a konven
iót: tessék 
sak kiértékelni a ·(−(+(3, 2), 1), ·(2, 2)) kifejezést!)Példa: Kétváltozós m¶velet pl. a valós számokon az összeadás, a szorzás, vagy éppen a kivonás. Apozitív számokon az osztás és a hatványozás. Egyváltozós m¶veletnek tekinthet® pl. az ellentett képzésea ra
ionális számok halmazán (x-hez −x-t rendelünk) vagy a pozitív számokon a re
iprok képzése. Nul-laváltozós m¶velet pl. az egészeken az, hogy 5. Háromváltozós m¶velet a valós számokon amely az x, y, zszámokhoz x(y + z) + log |x3+1|
y2+1 -t rendel. Kétváltozós m¶velet vektortérben a vektorösszeadás vagy egyvektortér lineáris leképezéseinek kompozí
iója (egymásutánja), utóbbi esetben Hom(V, V ) az alaphal-maz. A valós polinomokon kétváltozós m¶velet az összeadás vagy a kompozí
ió (ami itt behelyettesítéstjelent). Egyváltozós m¶velet a polinomokon deriválás, vagy a [0, x] intervallumon történ® integrálás.Nem m¶velet (a most használt értelemben) a hatványozás a valós számokon, mert (−1)

1
2 =

√
−1nem valós szám. Nem m¶velet a valós számokon az osztás sem, mert a 0

0 nem valós szám. Szintén nemm¶velet a skalárral való szorzás vektotereken, mert a két összem¶velend® elem nem azonos halmazbólkerül ki.Def: Az S = 〈H, {fi : i ∈ I}〉 egy algebrai struktúra, ha minden i ∈ I-re fi a H halmazon értelmezett(mondjuk ni-változós) m¶velet.Példa: Algebrai struktúra a valós számok halmaza az összeadásra és kivonásra (〈R, {+,−}〉). Szinténalgebrai struktúra a pozitív számok halmaza a szorzásra, mint kétváltozós m¶veletre nézve, de algebraistruktúra 〈R, +〉 is. Utóbbi két algebrai struktúra �lényegében� azonos, u.i. log xy = log x + log y, azaza pozitív számok szorzásra pontosan úgy viselkednek, mint a logaritmusaik az összeadásra. Err®l szól akövetkez® de�ní
ió.Def: Az S = 〈H, {fi : i ∈ I}〉 és az S′ = 〈H ′, {f ′
i : i ∈ I}〉 algebrai struktúrák izomorfak, ha az

fi és f ′
i m¶veletek tetsz®leges i ∈ I esetén ugyanannyi (mondjuk ni) változósak, továbbá létezik egy

ϕ : H → H ′ bijek
ió, melyre ϕ(fi(h1, h2, . . . , hni
) = f ′

i(ϕ(h1), ϕ(h2), . . . , ϕ(nni
)) tetsz®leges i ∈ I és

h1, h2, . . . , hni
∈ H esetén. (Vagyis a leképezés m¶velettartó: az összem¶velt elemek képét úgy kapjuk,hogy összem¶veljük a képeket.)Példa: Vektorterek korábban megismert izomor�zmusa egy spe
iális izomor�a a két összeadásm¶ve-lettel ellátott algebrai struktúra között. A spe
ialitás abból adódik, hogy a skalárral való szorzásra (amiugyebár nem algebrai értelemben vett m¶velet) szintén megkívánjuk a �m¶velettartást�.Def: Tegyük fel, hogy S = 〈H, {fi : i ∈ I}〉 egy algebrai struktúra, és a H ′ ⊂ H halmaz olyan, hogyegyetlen fi m¶velet sem vezet ki bel®le (azaz fi(h1, h2, . . . , hni

) ∈ H ′ ha h1, h2, . . . , hni
∈ H ′). Ekkoraz S′ = 〈H ′, {fi|H′ : i ∈ I}〉 algebrai struktúrát az S struktúra részstruktúrának nevezzük, és ezt atényt S′ ≤ S-sel jelöljük. (fi|H′ az fi m¶velet H ′-re megszorított változatát jelenti. A továbbiakban amegszorítás jelölését mell®zzük, ha ez nem okoz féreértést.)Példa: 〈N, {+, ·}〉 ≤ 〈R, {+, ·}〉 . Ha V vektortér, és U egy altere, akkor 〈U, +〉 ≤ 〈V, +〉 .Meg�gyelés: Ha az Sj = 〈Hj , {fi : i ∈ I}〉 struktúra minden j ∈ J-re az S = 〈H, {fi : i ∈ I}〉struktúra részstruktúrája, akkor a⋂

j∈J Sj := 〈⋂j∈J Hj , {fi : i ∈ I}〉metszetstruktúra is részstruktúrájaaz S algebrai struktúrának.Biz: Csak azt kell ellen®rizni, hogy az fi-k megszorításai m¶veletek, azaz nem vezetnek ki a met-szetb®l. Ám mivel egyik Hj-b®l sem vezetnek ki, azért a metszetb®l sem. �Def: Legyen S := 〈H, {fi : i ∈ I}〉 egy algebrai struktúra, és a K ⊂ H . A K által generált 〈K〉részstruktúra a legsz¶kebb olyan részstruktúrája S-nek, mely K-t tartalmazza, azaz 〈K〉 :=
⋂

K⊂S′≤S S′.10.1. CsoportokLáttuk, hogy a m¶veletekre nin
s más megkötés azon túl, hogy ne vezessenek ki az adott struktúrából,így nem is várható, hogy jól használható, mély tételeket kapjunk egy ennyire általános de�ní
ióból.Célszer¶ tehát további megkötéseket tenni a vizsgált struktúrákra. Erre a legtermészetesebb mód, hogya m¶velet(ek)t®l különböz® tulajdonságokat várunk el.Def: A H halmazon értelmezett, 2-változós ⋆ m¶velet asszo
iatív (magyarul átzárójelezhet®), hatetsz®leges x, y, z ∈ H elemekre x ⋆ (y ⋆ z) = (x ⋆ y) ⋆ z áll. A ⋆ m¶velet kommutatív (magyarulfel
serélhet®), ha tetsz®leges x, y ∈ H elemekre x ⋆ y = y ⋆ x teljesül.Példa: A vektorterekben értelmezett + m¶velet asszo
iatív és kommutatív, a pozitív számokonértelmezett hatványozás nem asszo
iatív és nem kommutatív, az n×n-es mátrixok szorzása asszo
iatív,25



de nem kommutatív, míg a valós számokon értelmezett számtani közép m¶velet kommutatív, de nemasszo
iatív.Def: Az S = 〈H, ⋆〉 struktúra fél
soport, ha ⋆ a H-n asszo
iatív. Ha ⋆ kommutatív is, akkor S Abelfél
soport.Példa: Láttuk, hogy az n×n-es mátrixok a szorzásra fél
soportot alkotnak. Az n×n-es, szimmetrikusmátrixok e fél
soportnak egy Abel részfél
soportját alkotják.Def: Legyen ⋆ kétváltozós m¶velet H-n. Az e ∈ H elem az ⋆ m¶velet egységeleme, ha e⋆h = h⋆e = ha H tetsz®leges h elemére.Meg�gyelés: Ha az S struktúra ⋆ m¶veletének létezik egységeleme, akkor egyetlen egységelemelétezik.Biz: Tegyük fel, hogy e, e′ ∈ H egyaránt egységelemek, ekkor e = e ⋆ e′ = e′ . �Def: Ha az S = (H, ⋆) struktúrában e ∈ H a ⋆ m¶velet egységeleme, és h ⋆ h′ = h′ ⋆ h = e, akkor azmondjuk, hogy h′ a h inverze a ⋆ m¶veletre. (Egyúttal h a h′ inverze ⋆-ra nézve.)Példa: Az 〈R, {+, ·}〉 struktúrában az összeadás egységeleme a 0, az x elem inverze −x. A szorzásegységeleme az 1, az x 6= 0 elem inverze az 1
x
.Def: A S = 〈G, ·〉 struktúra 
soport, ha (1) S fél
soport, (2) a · m¶veletnek létezik egységeleme, és(3) minden g ∈ G elemnek létezik inverze a · m¶veletre. Ha a 
soportm¶veletet · jelöli, és a megadáskorennek elhagyása nem okoz félreértést, akkor a fenti 
soportot egyszer¶en G-vel jelöljük. Szorzásm¶velet-tel ellátott 
soport esetén (a valós szorzásm¶veleti jelhez hasonlóan), ha nem okoz félreértést, elhagyjuka m¶veleti jelet két elem összem¶velésekor, azaz g · h helyett gyakran 
sak gh-t írunk. A szorzásm¶-velettel ellátott 
soportban beszélhetünk hatványozásról: egy g elem n-dik hatványa nem más, mint azelemet n-szer összeszorozzuk (helyesebben összem¶veljük) önmagával. A 0-dik hatványt az egységelem-ként de�niáljuk, a (−n)-dik hatvány pedig a g−1 inverzelem n-dik hatványa. A G 
soport rendje |G|. A

G 
soport Abel 
soport, ha G 
soportm¶velete kommutatív.Példa: 〈R, +〉, 〈Z, +〉, 〈R \ {0}, ·〉, 〈Rn×k, +〉 Abel 
soportok. Az n × n-es reguláris mátrixok a szor-zásra nézve (nemkommutatív) 
soportot alkotnak11.Meg�gyelés: Ha G 
soport, akkor minden elemnek egyértelm¶ inverze van.Biz: Ha x és y a g inverzei és e a G egységeleme, akkor x = xe = x(gy) = (xg)y = ey = y . �Az algebrai struktúrákról elmondottak 
soportokra vonatkozó közvetelen következményeit foglaljukössze az alábbiakban.Köv.: (1) Két 
soport izomorf, ha van köztük m¶velettartó bijek
ió.(2) A rész
soport olyan részhalmaz, mely maga is 
soport a 
soportm¶veletre.(3) Bármely G 
soport tetsz®leges rész
soportjainak metszete is G rész
soportja.(4) A K ⊆ G részhalmaz által generált 〈K〉 
soport a G 
soport K-t tartalmazó rész
soportjainakmetszete. �10.2. Ciklikus 
soportokDef: Az olyan 
soportot, melyet valamely eleme generál, 
iklikus 
soportnak nevezzük.A G 
soport g elemének rendje a g által generált rész
soport elemszáma.Az elem rendjének de�ní
iója úgy is kimondható, hogy a g elem rendje az a legkisebb n szám, melyre
gn = e. Ha ugyanis létezik ilyen n, akkor, g−1 = gn−1, és a g, g2, g3, . . . , gn elemek különböz®ek (hiszha gi = gj , akkor gi−j = e), ezért 〈g〉 n-elem¶. Ha pedig nem létezik olyen n, amire gn = e áll, akkor a
g, g2, g3, . . . elemek mind különböz®ek, ezért 〈g〉 végtelen.Ha 〈G, ·〉 
iklikus 
soport, melyet g ∈ G generál, akkor G minden eleme el®áll gi(= g · g · . . . · g[i-szer℄) alakban, ahol i ∈ Z. Ha G rendje véges, akkor elegend® a pozitív i kitev®kre szorítkozni. Ha Gvégtelen, akkor a generátorelemnek semelyik hatványa sem egységelem, mert egyébként a generátorelem
sak véges sok elemet generálna.Hányfélék lehetnek a 
iklikus 
soportok, azaz izomor�a erejéig hogy néznek ki a 
iklikus 
sopor-tok? Nyilvánvaló, hogy ha két 
iklikus 
soport rendje különböz®, akkor nem izomorfak. Ha azonban
|G| = |H | = n a G és H 
iklikus 
soportra, akkor G ∼= H . Legyen ugyanis g ill. h a G ill H generátore-leme. Ekkor gn ill. hn a G ill. H egységeleme, a két 
soport minden eleme gi ill. hi alakú, és könnyenlátható, hogy ϕ(gi) := hi izomor�zmus. Tehát a véges 
iklikus 
soportot az elemszáma (izomor�a ere-jéig) meghatározza. Az n-elem¶ 
iklikus 
soportot Cn jelöli, és könnyen látható, hogy Cn

∼= Zn, ahol
Zn a 〈Zn, +〉 
soportot jelöli, ahol Zn a modulo n maradékosztályok halmaza. Minden véges 
iklikus11Az egységelem itt az n×n-es egységmátrix, az inverz pedig az adott mátrix inverze. (Ugyebár egy mátrix akkor regu-láris, ha létezik inverze, és arra is emlékezhetünk éppenséggel, hogy egy mátrix pontosan akkor reguláris, ha determinánsanem nulla, így (a determinánsok szorzástétele miatt) reguláris mátrixok szorzata reguláris.)26




soportot leírtunk tehát. Ha G végtelen 
iklikus 
soport, akkor a g generátorelem semelyik hatványasem egységelem, mert egyébként g véges 
soportot generálna. Mivel a g hatványai egy H rész
soportotalkotnak, ezért H = 〈g〉 = G, ez a rész
soport maga a 
soport. Azt kaptuk tehát, hogy minden végtelen,
iklikus 
soport a 〈Z, +〉 
soporttal izomorf.Tétel: Ciklikus 
soport minden rész
soportja 
iklikus.Biz: Legyen a G 
iklikus 
soport egy generátoreleme g, és legyen H ≤ G rész
soport. Tekintsük aminimális 0 < k-t, melyre gk ∈ H (ilyen létezik, ha H nem a triviális, egyelem¶ 
soport (ami persze
iklikus)). Megmutatjuk, hogy gk generálja H-t, amib®l azonnal adódik, hogy H 
iklikus. Nyilván gkgenerálja a e, gik, g−ik elemeket tetsz®leges pozitív egész i esetén. Tegyük fel, hogy a H rész
soport glelemét gk nem generálja, azaz k ∤ l. Osszuk el l-t k-val maradékosan, azaz l = ak+r, ahol 1 ≤ r < k. Mivel
gk, gl ∈ H , ezért gl · ((gk)−1)a = gak+l · g−ak = gak+r−ak = gr ∈ H , ami ellentmond k választásának.Tehát H-t gk 
sakugyan generálja, vagyis H valóban 
iklikus. �10.3. Diéder
soportokFontos példák 
soportokra a szimmetriák alkotta 
soportok. Legyen X egy halmaz, és tekintsük az
f : X → X bijek
ióknak egy olyan F nemüres halmazát, mely zárt a kompzí
ióra, vagyis f, g ∈ Fesetén f ◦ g ∈ F , ahol f ◦ g(x) := f(g(x)) ∀x ∈ X . Tegyük fel továbbá, hogy minden f ∈ F bijek
ió
f−1 inverze is F-ben van. Ekkor az F 
soportot alkot a kompzí
ió m¶veletre, azaz 〈F , ◦〉 
soport. A
soport egységeleme az id identikus (azaz a minden pontot helybenhagyó) leképezés (ez azért F-beli,mert id = f ◦f−1 tetsz®leges f ∈ F-re), a kompozí
ióra vonatkozó inverz az adott függvény inverze lesz,a kompozí
ióm¶velet asszo
iativitása pedig közvetlenül adódik a de�ní
ióból.Az egyik legfontosabb példa a fenti szimmetria
soportra a Dn diéder
soport, amikoris X a sík egyszabályos, n oldalú sokszöge, a bijek
iók halmaza pedig az X sokszög egybevágóságainak halmaza (azaz asík mindazon egybevágóságai, melyek az X sokszöget (mint halmazt) �xen hagyják). A Dn diéder
soportelemei tehát a szabályos n-szöget �xen hagyó egybevágóságok, a m¶velet pedig az egybevágóságokegymásutánja. Az egyik ilyen egybevágóság a sokszög középpontja körüli 2π

n
-szög¶ f forgatás, egy másiklehetséges egybevágóság a sokszög egy szimmetriatengelyére való t tükrözés. Lényeges tulajdonsága adiéder
soportnak, hogy n > 2-re nem kommutatív (u.i. t ◦ f 6= f ◦ t). Az f és t szimmetriák a sokszögminden szimmetriáját generálják, hiszen a körüljárástaró egybevágóságok középpont körüli forgatások,a körüljárásváltóak pedig úgy kaphatóak, hogy el®ször tükrözünk, majd forgatunk.A t ◦ t = id, fn = f ◦ f ◦ . . . ◦ f [n-szer℄ = id ill. f ◦ t = t ◦ fn−1 = t ◦ f−1 azonosságok teljesüléseegyszer¶en ellen®rizhet®. Ebb®l az látszik, hogy Dn minden eleme vagy fk, vagy t ◦ fk alakú valamely

0 ≤ k < n-re: ha ugyanis f és t is szerepel a kompzí
ióban, akkor a t-ket baloldalra 
soportosíthatjuk aharmadik azonosság miatt.10.4. Permutá
ió
soportokKorábban már találkoztunk permutá
iókkal: a determináns de�ní
iójában a permutá
ió inverziószámavolt érdekes, a leszámlálásoknál n elem lehetséges permutá
ióinak számát vizsgáltuk, most pedig apermutá
iók struktúráját vesszük szemügyre. Emlékeztetünk, hogy a permutá
iók az [n] := {1, 2, . . . , n}halmaz bijek
iói. Az [n] → [n] bijek
iók zártak a kompozí
ióra és az inverzképzésre, ezért az [n] halmazpermutá
iói szimmetria
soportot alkotnak a kompozí
ióra.Def: Az Sn szimmetrikus 
soport az [n] halmaz permutá
iói alkotta 
soport a függvénykompozí
ióm¶veletre nézve.A diéder
soportok után tehát a szimmetrikus 
soport a második fontos példa a szimmetria
soportra.Korábbi tanulmányainkat kamatoztatandó meg�gyelhetjük, hogy az Sn szimmetrikus 
soport rendje az
[n] permutá
ióinak száma, vagyis n! . Láttuk, hogy a diéder
soport sem volt kommutatív, és mivel a Dndiéder
soport tekinthet® a szabályos n-szög 
sú
sain ható permutá
iók egy halmazának, ezért Dn ≤ Sn,így aztán Sn sem kommutatív n > 2-re.A következ® 
élunk a permutá
iók hatványait megvizsgálni, hogy konkrét permutá
iók rendjét meghatározhassuk.Legyen i ∈ [n], σ ∈ Sn, és tekintsük az i, σ(i), σ2(i), σ3(i), . . . elemeket. Ezek az elemek (tehát azok, melyekbe a σpermutá
ió i-t elviszi) az i σ szerinti orbitját alkotják. σ bijektívitása miatt az orbitot alkotó sorozatban az elemek
iklikusan ismétl®dnek, azaz σj+k(i) = σj (i), ahol k az orbit mérete. Ha tehát leírjuk az (i, σ(i), σ2(i), σ3(i), . . . σk−1(i))elemeket, akkor i orbitjának minden egyes elemér®l látjuk, hogy a σ a felsorolás következ® elemébe viszi (az utolsót azels®be). Az fenti 
iklikus sorrend a σ permutá
ió egy 
iklusa. Mivel két elem orbitja vagy diszjunkt, vagy azonos, ezértigaz az alábbi meg�gyelés.Tétel: Minden permutá
ió felírható diszjunkt 
iklusok szorzataként. �A gyakorlatban is alkalmazzuk ezt a felírást, azaz ahelyett, hogy a σ permutá
iót az értelmezési tartomány mindenelemén megadnánk, 
supán egymás mellé írjuk a 
iklusokat, melyek közül (ha n ismert) az egypontúakat (vagyis a �x27



pontokat) kihagyjuk. Így pl a σ = (1, 7, 4)(35) ∈ S7 permutá
ióra σ(4) = 1 és σ(2) = 2. Ciklikus permutá
iónak nevezünkegy permutá
iót, ha pontosan egy 
iklusa van. Ha a σ permutá
iót hatványozzuk, akkor az elemek a 
iklusukon belülmozognak, mégpedig minden elem kitev®nyit lép jobbra. Ebb®l látszik, hogyan lehet meghatározni σ legkisebb hatványát,mely minden elemet helyben hagy, vagyis azt a legisebb k kitev®t, melyre σk = id az egységelem.Tétel: Ha σ 
iklusai k1, k2, . . . , kl méret¶ek, akkor σ rendje a k1, k2, . . . kl számok legkisebb közös többszöröse. �Transzpozí
iónak nevezzük az olyan permutá
iót, melynek egyetlen, kételem¶ 
iklusa van, azaz a permutá
ió két elemetfel
serél, a többit �xen hagyja.Állítás: A tranzpozí
iók generálják az Sn szimmetrikus 
soportot.Biz: Minden permutá
ió diszjunkt 
iklusok szorzata, ezért elegend® megmutatni, hogy bármely 
iklus el®áll olyantranszpozí
iók szorzataként, melyek 
sak a 
iklus elemeit használják. Mivel az (i1, i2, . . . , ik) 
iklikus permutá
ió a
(i1, ik), (i1, ik−1), . . . , (i1, i2) transzpozí
iók szorzata, ezért az állítást igazoltuk. �Értelmes kérdés, hogy legalább hány transzpozí
ió kell Sn generálásához. Minden transzpozí
iónak megfelel egy élaz [n] ponthalmazon. Transzpozí
iók egy halmazának tehát egy n-pontú gráf felel meg. Világos, hogy ha egy ilyen gráfnem összefügg®, akkor a szóbanforgó transzpozí
iók nem generálják Sn-t, s®t: általában nem generálnak egyetlen olyanpermutá
iót sem, mely a komponensek között (is) végez 
serét. Tehát minden, transzpozí
iókból álló generátorrendszernekösszefügg® gráf felel meg, vagyis legalább n − 1 transzpozí
ió kell Sn generálásához. Ennyi egyébként elegend® is: az
(1, 2), (1, 3), . . . , (1, n) transzpozí
iók alkalmas kompozí
iójával tetsz®leges Sn-beli permutá
ió el®állítható. Egy adott σpermutá
ió pl. úgy konstruálható, hogy legfeljebb két transzpozí
ió kompozí
iójával olyan σ0 permutá
iót gyártunk, melyre
σ−1(n) = σ−1

0 (n), majd σn-hez további transzpozí
iókat komponálva olyan σ1-t kapunk, melyre σ−1
1 és σ−1 az n és n− 1helyeken is megegyezik, s.í.t. Az i-dik lépésben σi kapjuk, melyre σ−1

i (k) = σ−1(k) minden k = n, n− 1, n− 2, . . . n− i-re.A σn permutá
ióra σ−1
n = σ−1 áll, tehát a σ = σn permutá
ió az említett transzpozí
iók szorzata.Def: Az Sn szimmetrikus 
soport rész
soportjait permutá
ió
soportnak nevezzük.Hányfélék lehetnek a permutá
ió
soportok? A válasz, hogy a permutá
ió
soportok (izomor�a erejéig)minden (véges) 
soportot felölelnek.Cayley tétel: Minden véges G 
soport alkalmas permutá
ió
soporttal izomorf.Biz: Az általánosság megszorítása nélkül feltehet®, hogy G n-edrend¶, és G elemei az 1, 2, . . . , nszámok. Ekkor G minden g elemének megfeleltethet® egy σg permutá
ió az alábbiak szerint: σg(i) := g ·i.Ellen®rizzük, hogy a megfeleltetés homomor�zmus, azaz, hogy m¶velettartó: σgh = σg ◦ σh. Csakugyan,tetsz®leges i ∈ [n] esetén σgh(i) = (gh)i = g(hi) = g(σh(i)) = σg(σh(i)) = σg ◦ σh(i). Az kell még, hogya g 7→ σg leképezés injektív, azaz g 6= h esetén σg 6= σh. De ez is igaz, mivel σg(e) = ge = g 6= h = he =

σh(e). Tehát a {σg : g ∈ G} permutá
iók az Sn szimmetrikus 
soport egy G-vel izomorf rész
soportjátalkotják. �Könnyen ellen®rizhet®, hogy páros permutá
iók szorzata is páros permutá
ió, páros permutá
ió és páratlan permutá
iószorzata páratlan permutá
ió, továbbá, hogy két páratlan permutá
ió szorzata pedig páros permutá
ió. Ez azt jelenti, hogya páros permutá
iók az Sn szimmetrikus 
soportnak egy rész
soportját alkotják. E rész
soport az An-nel jelölt alternáló
soport, rendje Sn rendjének fele, azaz n!
2
.10.5. A 
soportelmélet alapjaiDef: A G 
soport K és H részhalmazainak komplexusszorzatán
HK := {hk : h ∈ H, k ∈ K} ⊆ Ghalmazt értjük. Ha H ≤ G és g ∈ G, akkor a gH (Hg) komplexusszorzat a H rész
soport baloldali(jobboldali) mellékosztálya. Ha a ∈ gH (a ∈ Hg), akkor a-t a gH (Hg) mellékosztály reprezentánsánaknevezzük.Egy rész
soport mellékosztályainak �gyelemreméltó struktúrája van.Meg�gyelés: Legyen H ≤ G ∋ g, g′ . Ekkor (1) g ∈ Hg, (2) g′ ∈ Hg ⇒ Hg = Hg′, (3) Hg = Hg′vagy Hg ∩ Hg′ = ∅ (4) |H | = |Hg|Biz: (1): e ∈ H ⇒ g = eg ∈ Hg .(2): g′ = hg valamely h ∈ H-ra, ezért Hg′ = H(hg) = (Hh)g ⊆ Hg. Mivel g = h−1g′, ezért g ∈ Hg′,így az el®z® gondolatmenet szerint Hg ⊆ Hg′ is igaz.(3): (2) miatt, ha g∗ ∈ Hg ∩ Hg′, akkor Hg = Hg∗ = Hg′.(4): Ha h, h′ ∈ H és h 6= h′, akkor hg 6= h′g, ezért a h 7→ hg bijek
ió H és Hg között. �Köv.: (Lagrange tétel) Ha H ≤ G, akkor |H | | |G|. Spe
iálisan, G bármely g elemének rendje (a gáltal generált rész
soport elemszáma) osztja G rendjét.Biz: A G 
soport néhány H szerinti (jobboldali) mellékosztály uniója, és minden mellékosztály |H |elemet tartalmaz. �Def: A H ≤ G rész
soport indexe a |G| és |H | hányadosa, jele |G : H |.Köv.: Minden prímrend¶ 
soport 
iklikus.Biz: Bármely, e 6= g ∈ G elem a Lagrange tétel miatt kénytelen az egész 
soportot generálni. �Köv.: Ha G 
soport, akkor bármely g ∈ G rendje a G rendjének osztója.Biz: A g elem rendje a 〈g〉 rész
soport rendje, mely a Lagrange tétel miatt |G| osztója. �28



Megjegyzés: Belátható, hogy a modulo m redukált maradékosztályok (tehát az n-hez relatív prím számok alkottamaradékosztályok) a szorzásra nézve 
soportot alkotnak: a szorzás ugyanis m¶velet, mert m-hez relatív prímek szorzatarelatív prím m-hez, és az m-mel vett maradéka 
sak a tényez®k maradékától függ; az asszo
iativitás világos; az egységelemaz 1-t tartalmazó maradékosztály; végül inverz azért létezik, mert az ax ≡ b (mod n) kongruen
ia (a, m) = 1 eseténmegoldható. Ha az utóbbi következményt alkalmazzuk erre a 
soportra, akkor azt kapjuk, hogy tetsz®leges a elem rendjeosztója a 
soport rendjének, azaz ϕ(m)-nek. Ez azt jelenti, hogy tetsz®leges a elem ϕ(m)-dik hatványa az egységelemetadja, azaz ha (a, m) = 1, akkor aϕ(m) ≡ 1 (mod m) teljesül. Az Euler-Fermat tétel tehát spe
iális esete a Lagrangetételnek.Láttuk tehát, hogy minden 
soport el®áll, mint tetsz®leges rész
soportja jobboldali mellékosztályainak diszjunkt uniója.Természetesen ugyanez a baloldali mellékosztályokra is igaz, azonban általában nem igaz, hogy ez a két el®állítás azonos.Ha pl. a G 
soport Abel, és H ≤ G rész
soport, akkor a kommutativitás miatt Hg = gH a G minden g elemére, ígyilyenkor a két felbontás valóban megegyezik. Ugyanez a szituá
ió nemkommutatív 
soportokban is el®fordul, és az eztmegvalósító rész
soportok különösen érdekesek.Def: A G 
soport N rész
soportja a G normálosztója (jelölése N EG), ha Ng = gN a G minden g elemére.Világos, hogy minden rész
soport egyszerre bal- és jobboldali mellékosztálya önmagának. Ha tehát egy 
soport indexe
2, akkor a rész
soport komplementere egyúttal jobb- és baloldali mellékosztály is, azaz minden 2 index¶ rész
soportszükségképpen normálosztó. Például An E Sn. A normálosztó tulajdonság ekvivalens módon jellemezhet® az alábbiakszerint.Állítás: (1) N E G ⇐⇒ (2) g−1Ng = N ∀g ∈ G ⇐⇒ (3) g−1ng ∈ N ∀g ∈ G, ∀n ∈ N .Biz: (1)⇒ (2): Ng = gN ⇒ g−1Ng = N . (2)⇒ (3): g−1Ng = N ⇒ g−1ng ∈ N .(3)⇒ (1): g−1ng ∈ N ∀n ∈ N ⇒ ng ∈ gN ∀n ∈ N ⇒ Ng ⊆ gN . De |Ng| = |gN | miatt Ng = gN tetsz®leges g ∈ G-re. �Meg�gyelés: Ha N EG, akkor (Ng)(Nh) = N(gN)h = N(Ng)h = (NN)(gh) = N(gh) tetsz®leges g, h ∈ G-re. �A fenti meg�gyeles szerint a mellékosztályokon a komplexusszorzás m¶velet: két mellékosztályhoz rendel egy harmadi-kat. E m¶veletnek az egységeleme az N mellékosztály, és inverz is létezik: Ng inverze Ng−1, hisz NgNg−1 = Ngg−1 = N .Def: Ha N E G, akkor az N mellékosztályainak 
soportját a komplexusszorzásra a G 
soport N szerinti faktor
so-portjának nevezzük, és G/N-nel jelöljük.A faktor
soport rendje nyilván N indexe, azaz |G : N |. Ha G Abel, akkor bármely H rész
soportja normálosztó, ésa H szerinti faktor
soport is Abel. Ha G mindezen túl 
iklikus is, akkor a faktor
soport is 
iklikus lesz, és G mindengenerátorelemének mellékosztálya generálja a faktor
soportot.A normálosztók szoros kap
solatban állnak a 
soportok közötti, m¶velettartó leképezésekkel.Def: Ha G és H 
soportok, akkor a ϕ : G → H leképezés homomor�zmus, ha m¶velettartó, azaz bármely g, g′ ∈ Gelemekre ϕ(gg′) = ϕ(g)ϕ(g′). (Értelemszer¶en, az egyenl®ség baloldalán álló szorzás a G, a jobboldali a H 
soportm¶ve-lete.) Ha ϕ homomor�zmus, akkor
Ker(ϕ) := {g ∈ G : ϕ(g) = eH} a ϕ magja, és Im(ϕ) := {ϕ(g) : g ∈ G} a ϕ képe.Meg�gyelés: Ha ϕ : G → H homomor�zmus, akkor (1) ϕ(eG) = eH , (2) ϕ(g−1) = ϕ(g)−1, (3) Ker(ϕ) E G és (4)
Im(ϕ) ≤ H.Biz:(1): ϕ(eG) = ϕ(eGeG) = ϕ(eG)ϕ(eG) ⇒ eH = ϕ(eG)−1ϕ(eG) = ϕ(eG)−1ϕ(eG)ϕ(eG) = ϕ(eG).(2): eH = ϕ(eG) = ϕ(gg−1) = ϕ(g)ϕ(g−1) ⇒ ϕ(g)−1 = ϕ(g−1)(3): Ha ϕ(g) = ϕ(h) = eH , akkor ϕ(gh) = ϕ(g)ϕ(h) = eHeH = eH , ill. ϕ(g−1) = ϕ(g)−1 = e−1

H = eH , azaz Ker(ϕ) ≤ G.A normálosztó-tulajdonsághoz 
sak annyi kell, hogy tetsz®leges n ∈ Ker(ϕ) és g ∈ G esetén g−1ng ∈ Ker(ϕ). Lássuk:
ϕ(g−1ng) = ϕ(g−1)ϕ(n)ϕ(g) = ϕ(g)−1eHϕ(g) = eH , 
sakugyan.(4) Láttuk, hogy ϕ(g−1) = ϕ(g)−1, ill. ϕ(gh) = ϕ(g)ϕ(h), azaz Im(ϕ) zárt az inverzképzésre és a H 
soportm¶veletére,azaz Im(ϕ) ≤ H. �Tehát minden homomor�zmus magja normálosztó. Ennek az állításnak a fordítottja is igaz, azaz minden normálosztóegyben homomor�zmus magja is, nevezetesen a N EG normálosztó a ϕN : G → G/N természetes homomor�zmus magja,mely a ϕN (g) := Ng leképezéssel van megadva. (ϕN 
sakugyan homomor�zmus, hiszen ϕN (gh) = Ngh = NNgh =
NgNh = ϕN (g)ϕN (h).)Homomor�zmus tétel: Ha ϕ : G → H 
soport-homomor�zmus, akkor G/Ker(ϕ) ∼= Im(ϕ).Biz: Azt kell 
sak meggondolni, hogy ϕ bár G elemeit viszi H-ba, de egyúttal az N := Ker(ϕ) normálosztó mellé-kosztályain is homomor�zmus, amihez 
sak azt kell látni, hogy ϕ minden mellékosztályon konstans. Legyen a, b ∈ Nga g mellékosztályának elemei, azaz a = ng, b = mg valamely n, m ∈ Ker(ϕ)-re. Mivel ϕ(n) = ϕ(m) = eH , ezért
ϕ(a) = ϕ(ng) = ϕ(n)ϕ(g) = ϕ(g) = ϕ(m)ϕ(g) = ϕ(mg) = ϕ(b). Tehát de�niálható a ϕ′(Ng) := ϕ(g) egy m¶velettartó
ϕ′ : G/N → H leképezést (azaz homomor�zmust) de�niál. Az izomor�a igazolásához 
sak annyi kell, hogy a leképe-zés bijektív. Legyen hát ϕ′(Ng) = ϕ′(Ng′). Ekkor ϕ(g) = ϕ(g′), és g′ felírható g′ = (g′g−1)g = fg alakban. Innen
ϕ(g) = ϕ(g′) = ϕ(fg) = ϕ(f)ϕ(g), ahonnan ϕ(f) = eH , azaz f ∈ Ker(ϕ) = N , vagyis g′ ∈ Ng, azaz Ng′ = Ng. �10.6. A kvaternió
soportA Q kvaternió
soport elemei 1, −1, i,−i , j ,−j , k ,−k, a szorzásm¶veletet de�niálják (az asszo
iativitáson túl) az
i2 = j2 = k2 = −1, ij = k, jk = i, ki = j, (−1)2 = 1, (−1)x = −x = x(−1), −(−x) = x, ill. az 1x = x1 = x(∀x ∈ Q) azonosságok. Pl. ji = j(jk) = j2k = (−1)k = −k. (A 
soport-tulajdonság igazolásához az asszo
iativitástvalóban ellen®rizni kell (ki
sit fáradságos), egységelem az 1, a −1 inverze önmaga, a többi elem inverze a saját ellentettje.Mivel ij 6= ji, ezért Q nem Abel 
soport, így nem is 
iklikus. Nem izomorf Q az ugyan
sak 8-adrend¶ D4 diéder
so-porttal sem, mert Q-ban 1 rendje 1, −1 rendje 2, a többi elemé pedig 4, míg D4-ben id rendje 1, minden tengelyes tükrözés(t, f ◦ t, f2 ◦ t, f3 ◦ t) és a középpontos tükrözés (f2) rendje 2, míg a forgatások (f, f3) rendje 4. A Q kvaternió
soporttehát különbözik az eddig megismert összes 
soporttól.
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11. Gy¶r¶k, testekEddig egym¶veletes struktúrákkal foglalkoztunk. Ha azonban a Z, Q, R vagy C számhalmazokról szeret-nénk többet tudni, érdemes mindkét alapm¶veletet (az összeadást és szorzást) �gyelembe venni. Ez (is)indokolja az olyan algebrai struktúrák vizsgálatát, ahol két kétváltozós m¶velet értelmezett.Def: A 〈R, {+, ·}〉 algebrai struktúra gy¶r¶, ha 〈R, +〉 Abel 
soport, 〈R, ·〉 fél
soport, továbbá telje-sülnek a disztributív azonosságok : a(b + c) = ab + ac ill. (a + b)c = ac + ab (∀a, b, c ∈ R). Ha röviden
sak R gy¶r¶t mondunk, akkor konven
ió szerint R két m¶velete + és · a fentiek szerint.Az R gy¶r¶ kommutatív, ha a szorzás kommutatív. Az R gy¶r¶ összeadásának egységelemét nullelemneknevezzük, és 0-val jelöljük. Az R gy¶r¶ben az a ∈ R elem inverzét az összeadásra −a jelöli. Az R gy¶r¶egységelemes, ha a szorzásm¶veletnek van egysége, melyet (ha van) 1 jelöl.Meg�gyelés: Ha R gy¶r¶, és a, b ∈ R, akkor 0a = a0 = 0 ill. (−a)b = −ab = a(−b).Biz: A disztributivitás miatt 0 = 0a + (−0a) = (0 + 0)a + (−0a) = 0a + 0a + (−0a) = 0a. Innen
−ab = −ab+0 = −ab+0b = −ab+(a+(−a))b = −ab+ab+(−a)b = (−a)b . Az a0 = 0 ill. −ab = a(−b)azonosságok hasonlóan következnek a baldisztributivitásból �Példa: (1) Z, Q, R, C gy¶r¶k. N nem gy¶r¶, mert nem 
soport az összeadásra (nin
s inverz).(2) Egy tetsz®leges n ∈ N szám többszörösei (nZ) is gy¶r¶.(3) A mod m maradékosztályok szintén.(4) Az n × n-es (ra
ionális, valós vagy komplex) mátrixok is gy¶r¶t alkotnak.(5) Az egész együtthatós polinomok Z[x] halmaza detto.(6) A Gauss egészek (az a + bi alakú számok, ahol a, b ∈ Z) ugyan
sak gy¶r¶.(7) Tetsz®leges H halmazra 〈P(H), {▽,∩}〉 a H halmaz Boole gy¶r¶ je, ahol ▽ a szimmetrikus különb-séget jelöli: A▽B := (A \ B) ∪ (B \ A). Itt a nullelem az ∅, az egység pedig a H .Def: Az R gy¶r¶ben a a 6= 0 elem nullosztó, ha létezik olyan 0 6= b ∈ R, melyre ab = 0. Az Rgy¶r¶ nullosztómentes, ha R-ben nin
s nullosztó. Az R gy¶r¶ integritási tartomány, ha kommutatív ésnullosztómentes.Példa: (1) nZ kommutatív és nullosztómentes, ezért integritási tartomány.(2) Zn nem nullosztómentes, ha vannak olyan a, b ∈ Zn számok, melyekre a 6= 0 6= b (azaz a 6≡ 0 6≡
b(mod n)) és ab ≡ 0(mod n), azaz ha n összetett. Ha n = p prím, akkor a prímtulajdonság miatt, ha
ab = 0, azaz ab ≡ 0(p), vagyis p | ab, akkor p | a vagy p | b, így a = 0 vagy b = 0 (a Zp gy¶r¶ben(!)).Tehát Zp nullosztómentes, így integritási tartomány.(3) Az Rn×n mátrixgy¶r¶ben A nullosztó, ha létezik olyan B mátrix, melyre AB = 0. Ez pontosanakkor van, ha az Ax = 0 egyenletnek van nemtriviális megoldása, azaz, ha A szinguláris.(4) A 〈P(H), {▽,∩}〉 Boole gy¶r¶ben H minden valódi részhalmaza nulloszó, mert A ∩ (H \ A) = ∅ .Def: Az R gy¶r¶ részgy¶r¶je az 〈R, {+, ·}〉 olyan részstruktúrája, mely gy¶r¶. (Csupán a m¶veletekrevaló zártságot és az ellentettek meglétét (tkp a kivonásra való zártságot) kell ellen®rizni.)Meg�gyelés: Ha n ∈ Z, akkor nZ a Z részgy¶r¶je. A Z gy¶r¶ minden részgy¶r¶je nZ alakú.Biz: Láttuk korábban, hogy nZ gy¶r¶. Ha R a Z részgy¶r¶je, akkor legyen n := min{x ∈ R : x > 0} .Ekkor 0, n,−n, 2n,−2n, . . . ∈ R, ezért nZ az R részgy¶r¶je. Ha m ∈ R, akkor m = qn+r, ahol 0 ≤ r < naz r maradékra. Mivel r = m− qm ∈ R, ezért n választása miatt r = 0, azaz m ∈ nZ, vagyis R = nZ .�Láttuk, hogy a gy¶r¶ben tudunk kivonni, azaz egy elem ellentettjét hozzáadni (a − b := a + (−b)).Felettébb bosszantó, hogy osztani nem tudunk, azaz nem tudunk egy elem inverzével szorozni, hiszen aszorzás nem 
soport- (
sak fél
soprt-) m¶velet, így nin
s a szorzásra nézve inverz. Nyugodjunk meg: aszokásos számkörökben (R, C) sem tudunk osztani, mert az osztás nem algebrai értelemben vett m¶velet,hisz nem tudunk bármely két számot elosztani. Általában sem várhatjuk, hogy a gy¶r¶ben a szorzásranézve minden elemnek legyen inverze, hisz ha a x a 0 inverze, akkor 1 = 0x = (0+0)x = 0x+0x = 1+1,ahonnan 0 = 1 adódik. Innen 0 = 0a = 1a = a, azaz a gy¶r¶ triviális, 
sak a 0 elemb®l áll. Kiderül,hogy a szorzás invertálhatósága nem kell, hogy ennél jobban sérüljön.Def: A T gy¶r¶ ferdetest, ha 〈T \ {0}, ·〉 
soport. Ha a szorzás kommutatív, akkor T test.Példa: (1) Q, R, C testek.(2) Ha p prím, akkor Zp test, melynek a szokásos jelölése Fp. (Láttuk, hogy Zp gy¶r¶, és a kis Fermattétel mutatja a re
iprok kiszámítását.) Ha m nem prím, akkor (láttuk) van Zm-ben nullosztó, amineknin
s re
iproka, tehát Zm nem test.(3) A valós polinomok hányadosteste a következ®. R(x) := { p

q
: p, q ∈ R[x], q 6≡ 0}. A m¶veletek: p

q
+ r

s
:= ps+qr

qs
, ill.

p
q
· r

s
:= pr

qs
. (A polinomok hányadosteste a legsz¶kebb, az R[x] gy¶r¶t tartalmazó test. Ugyanazzal a konstruk
ióvalkapjuk, mint ra
ionális számtestet, mely a legsz¶kebb, az egészek gy¶r¶jét tartalmazó test.)(4) Az {a + b
√

2 : a, b ∈ Q} halmaz is test, hiszen (a + b
√

2)(a− b
√

2) = a2 +2b2 miatt létezik inverz. (√2 helyett állhatna√
t is (0 < t ∈ Q+).(5) A kvaterniók ferdeteste a következ®: {a + bi + cj + dk : a, b, c, d ∈ R}. Az összeadást a természetes módon de�niáljuk,a szorzásnál pedig használjuk a Q-bel szorzást. Tény, hogy a szorzásra van inverz, de nem egészen triviális.30



Tétel: Minden véges integritási tartomány test.Biz: Az integritási tartományban a szorzás kommutatív, így 
sak azt kell bizonyítani, hogy létezik aszorzásnak egységeleme, és minden nemnulla elemnek van re
iproka, azaz a szorzásra vonatkozó inverze.Legyen R véges integritási tartomány, és legyen 0 6= a ∈ R. Ha ab = ab′, akkor 0 = ab + (−ab′) =
ab + a(−b′) = a(b + (−b′)), ezért a nullosztómentesség miatt b + (−b′) = 0, azaz b = b′. Eszerintaz ar1, ar2, . . . elemek mind különböz®ek (ahol R = {r1, r2, . . .}), így R végessége miatt a teljes Rhalmaz el®áll: R = {ar : r ∈ R}. Van tehát olyan e ∈ R, melyre ae = a. Azt szeretnénk igazolni,hogy e a szorzás egységeleme, azaz be = b minden b ∈ R esetén. A szorzás kommutativitása miatt
ab = (ae)b = a(eb) = a(be), azaz 0 = a(be) + (−ab) = a(be) + a(−b) = a(be + (−b)), amib®l anullosztómentesség miatt be + (−b) = 0, azaz eb = be = b adódik. Tehát R valóban egységelemes.Láttuk, hogy rögzített 0 6= a ∈ R esetén R minden eleme el®áll ar alakban (alkalmas r ∈ R-re). Ezpersze e ∈ R-re is igaz, tehát létezik olyan r ∈ R, melyre ar = e, azaz bármely 0 6= a-nak létezik inverze,vagyis R 
sakugyan test. �Köv.: Zp test, hiszen láttuk, hogy kommutatív gy¶r¶, és azt is hogy nullosztómentes, tehát Zp végesintegritási tartomány.Def: A T test prímtest, ha nin
s valódi részteste.Meg�gyelés: Q és Fp (ha p prím) prímtest, és más prímtest nin
s.Biz: Láttuk, hogy testek, és hogy 0 6= 1. Legyen T prímtest. Világos, hogy n := 1 + 1 + . . . + 1 [n-szer℄ benne van
T -ben. Ha n = 0 valamely n > 0-ra, akkor a T = Zn a minimális ilyen n-re. Mivel T test, ezért n prím. Ha n 6= 0 minden
n > 0-ra, akkor 0, 1,−1, 2,−2, . . . mind T -beliek és különböz®ek, tehát Q ⊆ T . A T test prímtulajdonsága miattt ekkor
Q = T . �Tétel: Ha T véges test, akkor elemszáma prímhatvány.Biz: A T test vagy prímtest (ekkor a tétel triviális), vagy van valódi részteste, és így van egy valódi részteste is, melyprímtest, mondjuk Fp. A T tekinthet® a Fp test felett vektortérnek, mely véges (mondjuk n) dimenziós, ha T véges. Ekkor
T elemszáma pn, ami tényleg prímhatvány. �12. Algoritmusok hatékonyságaA gyakorlatban számos problémát számítógéppel, algoritmikus úton oldunk meg. Gyakran több út iskínálkozik a 
él elérésére, és nyilván azt érdemes választani, ami az adott problémát a leghatékonyabbankezeli. Ilyenkor össze kell hasonlítanunk különböz® algoritmusokat, de máskor is fontos lehet, hogy egyeljárás gyorsaságáról tudjunk valamit mondani. Egy algoritmust képzelhetünk úgy, hogy egy miáltalunkmegadott bemenethez egy kimenetet állít el®. A bemenetet gondolhatjuk a �kérdésnek�, amit az algo-ritmusnak felteszünk, a kimenet pedig a kérdésre a �válasz�. Nyilván, minél �nehezebb� a kérdés, annáltöbb id®t érdemes hagyni a számítógépnek a válaszra, azaz, annál több lépést tehet az adott algorit-mus. Hogyan kell hát a kérdés �nehézségét� mérni? Egy 
élszer¶nek látszó módszer az input �hossza�:tehát az, hogy hány bit a bemenet, vagyis milyen hosszan írtuk le a problémát az algoritmus nyel-vén. Az algoritmus meghatároz tehát egy f : N → N függvényt, mely minden n-re meghatározza aztaz f(n)-t, ami az algoritmus legnagyobb lépésszáma egy n hosszú bemenet esetén. (Itt feltételezzük,hogy az algoritmus minden bemeneten el®bb-utóbb megáll.) Ha egy A ill. A′ algoritmus f ill. f ′ lé-pésszámfüggvényeire f ≤ f ′ áll, akkor jogos az A algoritmust hatékonyabbnak tekinteni, mint az A′algoritmust. Mi van azonban akkor, ha bizonyos n-ekre f(n) < f ′(n), más n-ekre pedig f(n) > f ′(n)?Nos, ekkor az érdekel minket, hogy az input méretének növekedtével milyen gyorsan n® az algoritmuslépésszáma. A motivá
ió e mögött az, hogy nagyméret¶ feladatokat szeretnénk megoldani, és míg rövidinput esetén a nagyobb lépésszám kompenzálható jobb számítógéppel, a bemenet méretének növeked-tével ez nem tehet® meg. Konkrétabban: ha az A algoritmus lépésszáma n hosszú inputon 105 · n, a A′algoritmusé pedig 2n, akkor n ≤ 21 esetén az A′ algoritmus hatékonyabb, n ≥ 22-re pedig az A. Hatehát mondjuk 1010 lépést tudunk megengedni az algoritmusnak, hogy belátható id®n belül eredménytkapjunk, akkor az A algoritmus n ≤ 105 méret¶ bemenetken m¶ködik, míg az A′ algoritmus számára
n ≤ log2 1010 ≤ log2(103)

10
3 = 10

3 log2 103 < 10
3 · 10 < 34 áll, azaz már a 34 hosszú bemenettel semképes megbirkózni a program. A fenti példában a lényeges különbség a két algoritmuk között az volt,hogy míg az els® maximális lépésszáma az inputméret polinomjával volt be
sülhet®, addig a másik al-goritmus futásideje exponen
iális függvénye is lehetett a bemenet hosszának. Jobbnak tekintünk tehátegy 101010 · n1010 lépésszámú algoritmust, mint egy (1 + 10−1010

)10
−1010 ·n futásidej¶t, még akkor is, haa gyakorlatban az el®bbi már n = 2 méret¶ bemenet esetén kivitelezhetetlen, míg az utóbbi akkor ism¶ködik, ha a bemenet mérete a hihetetlenül hatalmas számok világából való. Még egyszer tehát az1984-be ill® szabály:A polinomiális algoritmus jó, az exponen
iális algoritmus rossz.31



(A rend kedvéért tegyük hozzá, hogy ez így nem igaz. Itt és most azonban polinomiális lépésszámúalgoritmusok érdekesek a számunkra.)Megvizsgálunk néhány, számokkal operáló algoritmust hatékonyság szempontjából. Az algoritmusbemenete tehát néhány (általában két) szám, melyekkel m¶veletet végzünk. El®ször is gondoljuk meg,mi egy szám hossza. Itt az ésszer¶ eljárás a számot a szokásos módon megadni, ha nem is épp 10-es, de
2-es vagy mondjuk 16-os számrendszerben. Ekkor n hossza log2 n ill. log16 n lesz, amik (mivel konstansszorzóban különböznek) az algoritmus polinomiális voltát nem befolyásolják. (S®t, a polinom fokát sem,
supán a f®együttható változik.) Mi tehát számrendszeralapú megadásban gondolkodunk, ekkor egy nés m szám együttes mérete log n + log m lesz. A kérdés tehát, hogy ennek a számnak milyen függvényeegy-egy m¶velet lépésszáma.Összeadás: Az általános iskolában tanult, írásbeli összeadás remekül m¶ködik más számrendesze-rekben is. A m¶veletigény minden helyiértéknél legfeljebb 2, hisz két számot adunk össze az adotthelyiértéken, plusz még egy esetleges maradékot az el®z® helyiértékb®l. A lépésszámra fels® korlát teháta 2 · max(log n, logm) < 2 · (log n + log m), ami lineáris, vagyis polinomiális. A kivonásra hasonló igaz.Szorzás: A szokásos írásbeli szorzás m¶ködik, és megvalósítható log n db összeadással, ahol mindenösszeadandó az m egy egyjegy¶ számmal összeszorzott többszöröse. Egy egyjegy¶ számmal m-t 2 logmlépésben össze lehet szorozni, ugyanis minden jegyet szorozni kell, és az esetleges maradékot a szorzathozhozzáadni. Tehát az összlépésszám 2(log n)(log m) ≤ (log n + log m)2, vagyis a szorzás polinomiális. Azírásbeli osztás is polinom id®ben elvégezhet®, de sz®rözni kell pindurit, mikor megbe
süljük a soronkövetkez® hányadost.Hatványozás: a nm szám hossza m log n, ami nem polinomiális függvénye (log n + log m)-nek.Mivel az algoritmus egy lépésben legfeljebb egy (pontosabban: konstans számú) jegyét tudja kiírni azeredménynek, már az eredmény megadása is exponen
iálisan sok id®t igényel, vagyis általában nem lehetpolinomiális algoritmussal hatványozni.Hatványozás modulo m: Legyen m =

∑

i ai2
i, azaz m = . . . a2a1a02

a kettes számrendszerbelialak. Sorra kiszámoljuk az n0, n1, n2, . . . számokat, ahol n0 ≡ n(m), n1 ≡ n2(m), . . . , ni ≡ n2i

(m). Az
ni+1-t az ni+1 ≡ n2

i (m) alapján egy szorzással és egy maradékos osztással kaphatjuk, ráadásul ni méretemindig legfeljebb log m lesz. Tehát egy ni kiszámítása egy legfeljebb log m méret¶ szám négyzetre emelé-sét és a legfeljebb 2 log m méret¶ eredmény maradékos osztását igényli. Az szükséges ni-k kiszámításáhozmindezt log m-szer kell megtenni. Az nm meghatározását pedig nm =
∏∞

i=1 ain
2i ≡ ∏∞

i=1 aini(m) alap-ján további, legfeljebb log m db, legfeljebb log m méret¶ szám szorzásával és log m db, legfeljebb 2 logmméret¶ szám maradékos osztásával kapjuk. A modulo m hatványozás tehát összességében is polinomiáliseljárás.Euklideszi algoritmus: Az euklideszi algoritmus egy lépésében adott ai ≤ bi esetén kell egy ma-radékos osztást végezni, és meghatározni azt a 0 ≤ ai+1 < ai-t, melyre bi = qi · ai + ai+1 áll. A lépéseksorán az ai és bi mérete legfeljebb akkora, mint n és m mérete közül a nagyobbik, tehát az Euklideszialgoritmus minden lépése polinomiális id®t igényel. A nagy észrevétel, hogy ai+2 ≤ ai

2 , ezért a fentieketlegfeljebb log n-szer kell elvégezni, amit®l az eljárás polinomiális marad.Prímtesztelés: Egy adott n ∈ N számról kell eldöntenünk, hogy prím-e. A bemenet mérete log n, en-nek polinomja lehet a lépésszám. Nem polinomiális tehát sem az Erathosztenészi szita, mely lépészszáma
n-ben lineáris (ami log n-ben exponen
iális), sem a naív módszer, mely szerint 1-t®l √n-ig ellen®rizzükaz oszthatóságot (√n-ben lineáris számú osztással).A prímtesztelés kemény dió. Létezik olyan determinisztikus algoritmus, mely egyúttal polinomiálisis, de ilyet 
sak a legutóbbi id®ben találtak. Ha azonban véletlen választást is megengedünk, akkormár nem annyira nehéz hatékony eljárást találni. A véletlen módszernek viszont az a sajátja, hogy ha
sekély valószín¶séggel is, de tévedhet. Olyan módszert mutatunk a továbbiakban, mely 
sak egyiránybantévedhet, azaz egy prímet sosem mond összetettnek de egy összetett számot esetleg (�
sillagászatian� kisvalószín¶séggel) prímnek gondolhat. A teszt alapja az Euler-Fermat tétel. Eszerint, ha egy n szám prím,akkor kn−1 ≡ 1(n) minden (k, n) = 1 esetén. Ha tehát (k, n) = 1 és kn−1 6≡ 1(n), akkor bizonyosantudjuk, hogy n összetett, jóllehet, n egyetlen osztóját sem ismerjük. Az ilyen k számot az n számárulójának nevezzük, hisz segítségével megtudtuk hogy n nem prím. Egy másik lehet®ség, hogy rájöjjünk,hogy n összetett, ha találunk egy olyan 0 < k < n számot, melyre (k, n) 6= 1. Ekkor az Euklideszialgoritmus az n egy valódi osztóját is megtalálja, ezért az ilyen k számok még több informá
iót adnak
n-r®l. Az ilyen k számok az n leleplez®i. Persze az is megtörténhet, hogy n összetett, de egy 0 < k < nszámra kn−1 ≡ 1(n) áll. Ekkor k az n 
inkosa, hisz nem árulja el, hogy n összetett. Igaz viszont, hogyha van áruló, akkor az 1, 2, . . . , n − 1 számok között legalább annyi áruló van, mint 
inkos (és akkor aleleplez®kr®l még nem is beszéltünk).Állítás:Ha 1 ≤ c1 < c2 < . . . < cl < n az n szám 
inkosai, és a az n egy árulója, akkor ac1, ac2, . . . acl32



az n szám páronként (modulo n) különböz® árulói.Biz: Ha aci ≡ acj(n), akkor (a, n) = 1 miatt ci ≡ cj(n), azaz ci = cj , tehát az ac1, ac2, . . . acl számokvalóban különböz® maradékosztályokból valóak. Mivel cn−1
i ≡ 1(n) és an−1 6≡ 1(n), ezért (aci)

n−1 =
an−1cn−1

i ≡ an−1 6≡ 1(n), tehát a fenti számok 
sakugyan árulók. �(Egyébként a fenti bizonyításnál ki
sit több igaz: a modulo n redukált maradékrenszer a szorzásra
soport, és a 
inkosok ennek rész
soportját alkotják. Ha van áruló, akkor a rész
soport indexe legalább
2, így a rész
soport mérete legfeljebb fele a 
soporténak.) A prímtesztelésre egy lehetséges módszer teháta következ®. Véletlenül választunk egy 0 < k < n számot. Ha k árulója vagy leleplez®je n-nek, akkorkész vagyunk, n összetett. Ha k 
inkos, akkor n-r®l azt valószín¶sítjük, hogy prím. Ezen az elgondolásonalapszik a Fermat-teszt.Fermat-tesztBemenet: n ∈ N. Kimenet: döntés, hogy n prím-ebeginLegyen 0 < k < n véletlen számif (k, n) 6= 1, then STOP: n nem prím. (s®t: egy osztót is találtunk)else if kn−1 6≡ 1 then STOP: n nem prím.else STOP: úgy t¶nik, n prímend ifend ifendPersze a Fermat-teszt hibázhat, de az el®z® állítás szerint a hibája 
sak az lehet, hogy egy összetettetszámot prímnek mond. Ráadásul, ha n-nek van árulója, akkor a hiba valószín¶sége legfeljebb 1

2 . Ha tehát
m-szer választunk (egymástól független) véletlen számokat, akkor a hiba valószín¶sége 1

2m lesz, ami már
m = 100-ra is elhanyagolható a hardverhibából ered® tévedés valószín¶ségéhez képest. Jegyezzük meg,hogy a többször (mondjuk 100-szor) megismételt Fermat-teszt polinomiális számú, polinomiális id®benelvégezhet® lépést használ.Van azonban a Fermat-tesztnek egy hibája. Csak akkor m¶ködik, ha létezik n-nek árulója. Vannak azonban olyanszámok (az ú.n. álprímek, vagy más néven Carmi
hael számok), melyeknek 
sak 
inkosai és leleplez®i vannak (utóbbiakelenyész® számban). Az ismételt Fermat-teszt ezeket a számokat majdnem biztosan prímnek találja. Olyan módszertszeretnénk, amely a mégoly ritka álprímekre is teljesen megbízhatóan m¶ködik. A Fermat-teszt a f® lépésében azt ellen®rzihogy vajon n | kn−1 − 1 teljesül-e. Ha ugyanis n prím, akkor ez minden 0 < k < n-re teljesül. Ennél azonban több is igaz.Ha ugyanis n − 1 = 2t · q, ahol q páratlan, akkor

kn−1 − 1 = (kq − 1) · (kq + 1)(k2q + 1)(k4q + 1) · · · (k2t−1q + 1) , (1)és ha n prím, akkor (1) jobboldalának valamelyik tényez®jét is osztja. Hiába osztható tehát a baloldal n-nel: ha a jobboldalegyetlen tényez®je sem n többszöröse, akkor n összetett, és k az n szám egy Carmi
hel értelemben vett árulója12 . Igaz,hogy minden összetett szám redukált maradékrendszerének legalább 3
4
-edrésze Carmi
hael értelemben vett áruló. Ezért az(1) jobboldalán álló szorzat tényez®inek n-nel való oszthatóságát vizsgáló Miller-Rabin teszt egy összetett számról legalább

3
4
valószín¶séggel azonnal megállapítja, hogy nem prím.Miller-Rabin tesztBemenet: n ∈ N. Kimenet: döntés, hogy n prím-ebeginLegyen 0 < k < n véletlen számif (k, n) 6= 1, then STOP: n nem prím. (s®t: egy osztót is találtunk)else if kq ≡ 1 then STOP: n valószín¶leg prím.else i:=0, loop while i<tif k2tq ≡ −1 then STOP: n vszg prímelse i:=i+1; end ifend loopend ifend ifSTOP: n összetett.end12Figyeljük meg, hogy ha k 
inkos, de Carmi
hael értelemben vett áruló, akkor az (1) jobboldalán álló tényez®k vala-melyike leleplez®, így az Euklideszi algoritmussal megtalálható n egy osztója is.33



AMiller-Rabin tesztet függetlenül választott véletlen számokkal 50-szer megismételve a hiba valószín¶sége gyakorlatilag
0-ra 
sökken. A Miller-Rabin teszt hatékonyságáról érdemes megemlíteni, hogy sokkal jobb, mint ahogy azt az elméletibe
slés mutatja: mindössze egyetlen olyan szám van 1 és 2, 5 · 1010 között, melyet összetett, és ez a k = 2, 3, 5, 7-tel valótesztek után nem derül ki.13. Nyilvános kul
sú titkosírásokA nyilvános kul
sú titkosírás az egyirányú függvény létezésére épít. A pontos de�ní
ió helyett nagyjábólazt lehet mondani, hogy egyirányú függvénynek nevezünk egy f : X → X függvényt, ha f bijek
ió, melyhatékonyan (azaz polinomiális id®ben, és a gyakorlatban is gyorsan) számítható, azonban a fordítottirányú f−1 lekpépezés kiszámítása pusztán f ismeretében reménytelen. (Pl. ha megvan a telefonkönyv,akkor egy adott személyhez hamrar telefonszámot tudok rendelni, de egy telefonszámhoz az el®�zet®megtalálása már korántsem ilyen hatékony 
supán a telefonkönyvben bogarászva). Elképzelhet®, hogy fegyirányú függvény, és f−1 kiszámítására is létezik hatékony eljárás. Persze ennek megtalálása pusztán
f ismeretében (az egyirányúság de�ní
iója szerint) reménytelen. Utóbbi függvényeket nevezzük kiskapusegyirányú függvényeknek. Rossz hír, hogy bár a nyilvános kul
sú titkosírási rendszerek erre a feltételezésreépítenek nem tudjuk, vajon léteznek-e kiskapus egyirányú függvények. Vannak azonban függvények, me-lyekr®l azt sejtjük, hogy ilyenek, de ezt bebizonyítani nem tudjuk. (Így aztán mindig van min dolgozniuka rejtjelfejt® szakembereknek.)Egy titkosírási rendszernél rögzítjük a Σ ABC-t: ennek a jeleivel írjuk le az üzeneteinket. A kódolandó
M üzenetr®l (M , mint message) feltehet®, hogy t bet¶b®l áll, azaz M ∈ Σt, hiszen a hosszabb üzenetet thosszúságú blokkokra vághatjuk, és minden blokkot külön üzenetnek tekinthetünk. A lehetséges üzene-teket azonosíthatjuk egy 0 és |Σ|t − 1 közötti egész számmal pl azáltal, hogy Σ elemeit a 0, 1, . . . , |Σ|− 1számoknak, magát az üzenetet pedig egy |Σ| alapú számrendszerben felírt számnak gondoljuk. A nyil-vános kul
sú titkosírási rendszert egy kiskapus egyirányú f : {0, 1, 2, . . . , n − 1} → {0, 1, 2, . . . , n − 1}függvény írja le13, melyet egy ú.n. nyilvános kul
s segítségével egyértelm¶en megadunk, és mindenki szá-mára hozzáférhet®vé teszünk. Feltételezzük továbbá, hogy a 
élszemély (nevezzük A-nak; ® az, akineka titkosított üzenetet el akarjuk juttatni) képes f−1 hatékony számítására, mert rendelkezik az f−1-tleíró titkos kul

sal. Ha tehát el szeretnénk juttatni A-nak egy M üzenetet, nin
s más dolgunk, mintkiszámítani M ′ = f(M)-t, melyet a nyilvános kul
s ismeretében könnyen megtehetünk. Ezután M ′-t14bátran elküldhetjük A-nak. Ebb®l A hatékonyan ki tudja számítani f−1(M ′) = f−1(f(M)) = M -t,vagyis el tudja olvasni a pontos üzenetet. Bárki más, aki útközben lehallgatja az M ′ kódolt üzenetet,nem tudja abból M -t kihámozni, hisz még f -t ismerve sem tudja f−1(M)-t megtalálni15.A nyilvános kul
sú titkosírás alkalmas a digitális aláírás megvalósítására is, azaz segítségével bi-zonyítható, hogy egy adott üzenet kit®l érkezett. Nevezetesen, ha minden szerepl®nek van egy kis-kapus egyirányú függvénye, pl. A-e fA, míg B-é fB, akkor ha B alá akarja írni az m üzenetét, ak-kor A-nak az M ′ = fA(f−1

B (M))-t küldi el, amit A vissza tud fejteni f−1
A és fB ismeretében, hiszen

fB(f−1
A (M ′)) = fB(f−1

A (fA(f−1
B (M)))) = fB(f−1

B (M)) = M . Ráádásul A bárki más (pl. a bíróság)számára is bizonyítani tudja, hogy az üzenetben az áll, amit állít, és hogy az üzenet B-t®l ered, hisz hamegmondja M -t, és M∗ := f−1
A (M ′) = f−1

A (fA(f−1
B (M))) = f−1

B (M)-t, akkor abból bárki ellen®rizhetia nyilvános kul
s ismeretében, hogy M = fB(M∗), vagyis, hogy B valóban aláírta az M üzenetet.Nézzük meg, hogyan lehet a fenti sémát megvalósítani, azaz hogyan lehet egy kiskapus egyirányúfüggvényt megadni. Legyen p és q két prímszám, és legyen n := pq, m := ϕ(n) = (p − 1)(q − 1).Válasszunk egy 1 ≤ e ≤ n számot, melyre (e, m) = 1 teljesül (ilyen e-t könnyen találhatunk), és legyen
f(M) := M e(mod n). Ezáltal f : {0, 1, 2, . . . , n − 1} → {0, 1, 2, . . . , n − 1} leképezés egy kiskapusegyirányú függvény lesz. A nyilvános kul
s tehát n és e megadása, hiszen ennek segítségével bárkihatékonyan ki tudja f -t számítani.Az inverzleképezés kiszámításához el®ször megoldjuk d-re az ed ≡ 1(m) kongruen
iát, amit (e, m) = 1miatt egyértelm¶en (és hatékonyan) megtehetünk. Aki nem ismeri m-t, annak ez a feladat (úgy hisszük)reménytelen. Az inverzleképezés pedig f−1(X) := Xd(mod n) lesz. Valóban:

f−1(f(M)) ≡ f−1(Xe) ≡ (Xe)d = Xed = X lm+1 = X lm · X = (Xm)l · X = 1l · X ≡ X(mod n) ,13Ahhoz, hogy minden lehetséges üzenet kódolható legyen, az szükséges, hogy n ≥ |Σ|t álljon.14helyesebben egy M ′-nek megfelel® karaktersorozatot, azaz Σt′ egy elemét, ahol t′ ≥ t15Nem árt azért pi
it óvatosnak lenni. Ha a lehallgató tudja, hogy az üzenet pl. egy har
i 
selekmény kezd®napját jelzi,akkor a nyilvános kul
s ismeretében kiszámíthatja az f(hétf®), f(kedd), . . ., f(vasárnap) értékeket, és ha ezek egyikétfogta el, akkor mindent tud. Szóval nem érdemes ilyen bután üzenni. Szeren
sére vannak te
hnikák, melyekkel ez a fajtatámadás kivédhet®. (Pl. minden t-es blokk egy kell®en nagyméret¶ végszelete véletlen jeleket tartalmaz.)34



az Euler-Fermat tétel miatt. (Itt kell, hogy (X, n) = 1, de könnyen belátható, hogy ez p | X és q | Xesetén is igaz.) Tehát n és d ismeretében az inverzleképezés is hatékonyan számítható. Ráadásul n és dhatékonyan megkapható p, q és e ismeretében.Miért gondoljuk, hogy a fent leírt f függvény valóban kiskapus egyirányú függvény? Csupán azegyirányúság szorul indoklásra, a kiskaput láttuk. Több jel mutat arra, hogy ha e-t jól választjuk (ennekmikéntje nem fér bele a jelen jegyzet kereteibe; lényeg, hogy létezik általánosan elfogadott módszer, melybiztosítja, hogy e alkalmas legyen), akkor n és e ismeretéb®l d meghatározása hasonlóan nehéz, mint nprímtényez®kre bontása. Az általános hiedelem szerint pedig ez reménytelen, ha a p és q prímszámokkell®en nagyok. (Jelenleg a legalább 200-jegy¶ekben hisznek). (Természetesen ezért van, hogy el®szöra prímeket választjuk, és azokból adódik n.) Csak az van hátra, hogy miként találunk alkalmas p és qprímeket. Mivel van hatékony prímtesztünk, ezért véletlen számokat generálva próba-szeren
se alaponkeresünk. Kérdés, hogy találunk-e belátható id®n belül prímet. A valasz igen: a számelmélet egyik fontoseredménye, hogy a prímek s¶r¶sége n közelében nagyon jó közelítéssel 1
ln n

, azaz e100 környékén véletlenszámokat választva kb. 1
100 valószín¶séggel prímet találunk. Vagyis 200 próbálkozás után gyakorlatilagbiztosan akad prím a horogra.
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