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2. A z-transzformalt

2.1. Egy informaciéatviteli probléma

Legyen adott egy lizenetatviteli rendszertiink, amelyben az tizeneteket két alapjel — mondjuk a és
b — segitségével kdédoljuk és tovabbitjuk. Egy tizenet formdja az a és b alapjelekbdl allé valamely
véges hosszusdgu sorozat. Példaul: abaabbb. Ilyen rendszerekre példa lehet a telegraf vagy a
bindrisan kédolt adatétviteli rendszerek (fax, internet, stb.).

A rendszerben az a alapjel atviteléhez ki, mig a b alapjel atviteléhez ko idSegységre van
sziikség (k1 és ko pozitiv egész). Tegyiik fel a meghatdrozottsag kedvéért, hogy ko > k.

Kérdés: Héany olyan egymdstdl kiilonbozo iizenet (jelsorozat) van amelyek dtviteléhez pontosan
n iddegység kell?

Jelolje s, azon az egymadstdl kiilonbozo lizeneteknek a szamat, amelyek pontosan n idéegység
alatt vihetok at. Ekkor s, teljesiti a

Sn = Sn—k; + Sn—ka» n = k2 (21)

rekurziv Osszefiiggést, mivel két eset van: ha az utolsé atvitt alapjel k1 hosszu volt, akkor elétte
osszesen s,_, db kiilonbozé n — k1 hosszu jelsorozat lehet, ill. ha az utolsé atvitt alapjel ko
hosszu volt, akkor el6tte Osszesen s,,_j, féle n — ko hosszi jelsorozat lehetett. Természetesen a
rekurziv képletiink akkor hatérozza meg egyértelmiien az (s,,) sorozatot, ha megadjuk a sorozat
els6 ko db kezdeti értékét:

S0 = Up, S1 = U1, vy Sko—1 = Uky—1-

Specialis eset: Legyen az a = - atviteléhez sziikséges id6 egy egység, k1 = 1 és az b = —
atviteléhez sziikséges id6 2 egység, azaz ko = 2. Ekkor

n | sp lehetséges sorozatok

11 .

21 2 -

3 3 .. .; . —; —_

4 5 “ . .; .. _; - — -; _ -; —_ .,

Lathaté, hogy ebben az esetben az

Sn = Sp—1 1 Sp—2; TIZ?,
S0 = 0, S1 — 1

rekurzié adja a probléma megoldasat.

Az informéciéelméletben az ateresztd csatorna kapacitdsat C-vel jeldlik, ahol a C értéket a
kovetkezd formulaval definialjak:

C= lim 2825
n—-4oo n

Kérdések:
e Mi az explicit képlete s,,-nek?

e Hogyan szamolhaté ki az dtereszt6 csatorna C kapacitasa? Hogyan véltozik a C, ha kp és
ko véltozik?

A kérdések megvalaszoldsahoz nyujt segitséget az dgynevezett z-transzformalt alkalmazdsa.
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2.2. A z-transzformadalt

Tekitsiink egy (x,,) valés vagy komplex szamokbdl allé sorozatot. Ebben a fejezetben minden
sorozatrdl feltessziik, hogy az indexe 0-val indul, n = 0,1,2,.... (Ez az alkalmazdsokban nem
megszoritas, hiszen mindig at tudjuk ugy alakitani a sorozat képletét, hogy az indexe 0-val
kezd6djon.)

2.1. Definicié. Azt mondjuk, hogy az (x,) sorozatnak létezik a z-transzformdltja a z € C
helyen, ha az
T
n=0 2

sor konvergens. Az x = (x,,) sorozat z € C helyen vett z-transzformaltjit az
X(2), Zan}(z), Z{z}(z)
szimbdélumokkal szokas jel6lni.

Valos vagy komplex szamsorok konvergenciajanak ellenérzésére hasznalhatjuk példaul a gyok-
kritériumot. Ezt alkalmazva a fenti sorra kapjuk, hogy X (z) létezik, azaz a sor konvergens, ha

n
lim Inl _ i 2| <1,
n—oo n n— oo ’2‘

és X (z) nem létezik, azaz a végtelen sor nem konvergens, ha

lim {/|— In lim | > 1.
n—oo 2n n—00 |z|

R = lim V/|z,|,
n—oo

feltéve, hogy a hatarérték létezik. Ekkor a fenti szdmolds azt adja, hogy X (z) konvergens, ha
|z| > R, és X (z) divergens, ha |z| < R. Az R szdmot a z-transzformélt konvergenciasugdrnak
nevezzilkk. Ha R = 0, akkor X(z) létezik minden z # O-ra. Megjegyezziik, hogy ha |z| > R,
akkor a z-transzformalt sora nem csak konvergens, hanem abszolit konvergens is.

Ha a konvergenciasugar fenti definiciéjaban szereplé hatarérték nem létezik, akkor a gyok-
kritérium &altaldnosabb alakjat hasznalva kapjuk a fenti szamoldshoz hasonléan, hogy ha

|z| > R o limsup V/|zn/,

n—-4o0o

Jelolje ezért

akkor X (z) létezik, ha pedig
|z] < limjiLnf Vlxnl,

akkor X (z) nem létezik. Ha tehdt R véges, akkor a z-transzformélt definidlt a komplex szamsik
origd kozépponti, R-sugaru korén kiviil.

Megjegyezziik, hogy ha a z-transzformalt véltozéjat helyettesitjiikk a w = 1/z 1j véltozdval,

akkor a
X(1/w) = Z Tpw"

hatvanysort kapjuk, amit a sorozat genemtorfuggvenyenek hivunk. Lathaté, hogy a generator-
fliggvény és a z-transzformalt kozott igen szoros a kapcsolat. Kombinatorikdban példaul gyakran
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hasznaljak a generarotfliiggvényt kiilonbozé feladatokban, de a differenciaegyenletek megoldasara
a z-transzformalt modszert igen kényelmes haszndlni, hiszen ennek a Laplace-transzformaélthoz
hasonlé tulajdonsigai vannak, ahogy ezt majd lathatjuk a fejezet soran.

2.2. Példa. Szamitsuk ki az z,, = a”, (a # 0) sorozat z-transzformaltjat!
A z-transzformalt definicigjat és a geometriai sor Gsszegképletét alkalmazva kapjuk |z| > |al-

ra, hogy
= a" NG 1 z
n=0 n=0 z
Valéban, a konvergenciasugér ebben az esetben R = lim,,_, 1 {/|a”| = |a|. O

2.3. Példa. Tekintsik az z,, = 1 konstans sorozatot.
Ez az elébbi sorozat specidlis esete (a = 1), ezért

zgﬂ@:zil, 2] > 1.

2.4. Példa. Az egység impulzus sorozat vagy mas néven a Kronecker-delta sorozat definicidja:

)

legyen a kovetkez6

1, ha n=k
&)—{0, ha n+ k.

adott k nemnegativ egészre 6,(Lk

Definicié alapjan
Z{6W(2) = Z 5z = 7k, z# 0.
n=0

Specialisan, ha k = 0, akkor
Z{6M(z) =1, z#£0.

2.5. Példa. Tekintsiik a Heaviside-sorozatot vagy eqyséqugrds sorozatot, azaz valamely k pozitiv
egészre

k) _ | 0, ha n<k
Un = = { 1, ha n > k.
Ekkor minden |z| > 1-re
(k) - k) —n = n kN n z=F 2k
Z{u, }(z):Zunz :Zz =z Zz =T L1
n=0 n=k n=0

2.6. Tétel. Tegyiik fel, hogy léteznek olyan M > 0 és a > 0 konstansok, hogy az (x,,) sorozatra
|z, < Ma™, minden n =0,1,...-re.

Ekkor az (zy,) sorozatnak létezik a z-tanszformdltja minden |z| > a-ra.
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Bizonyitas: Mivel a feltétel szerint
|7 a\" =/ a\"
<M <—> , és M E <ﬂ> konvergens, ha |z| > a,
z
n=0

ezért a majordns kritérium alapjdn a y - 2,2~ " sor is abszolit konvergens, azaz a z-transzfor-
malt 1étezik. 0

Adott k > 0 egész, ay,...,ax valés konstansok, (b,) valds sorozat. Az
Ty = O1Tp—1 + Q2Tp—2 + -+ + QTp_r + by, n=kk+1,... (2.2)

egyenletet k-adrendd konstans egyiitthatds linedris rekurziv differenciaegyenletnek hivjuk. Az
egyenlet egyértelmiien definidl egy (z,) sorozatot, ha megadjuk a sorozat els6é k darab tagjat:

To = UQy-++y Lhp—1 — Uk—1, (23)

ahol ug,...,ui_1 adott szamok.

A kévetkezo allitas értelmében a (2.2)—(2.3) rekurziv sorozat mindig exponencialisan korlétos,
feltéve, hogy a (b,) sorozat is az. Ebbél kovetkezik, hogy a (2.2) egyenlet megoldasanak mindig
létezik a z-transzformaltja elég nagy |z|-re.

2.7. Tétel. Tegyiik fel, hogy a (b,) sorozat exponencidlisan korldtos, azaz léteznek olyan B > 0
és b > 1 szamok, hogy |b,| < Bb™ minden n = k,k+ 1,... egész szamra. Ekkor a (2.2)-(2.3)
rekurziv sorozat is exponencidlisan korldtos, azaz léteznek olyan M > 0 és a > 1 szdmok, hogy
|zn| < Ma™, n=0,1,2,....

Bizonyitas: Legyen a = max{b,2k|a1|,...,2k|ag|} és M = max{2B,|ug|,...,|ug_1|}. Ekkor
M definicidja alapjan
lz;| <M < Md?, j=0,1,....k—1.

Tegyiik fel, hogy |z;| < M < Mda’, j=0,1,...,n—1 teljesiil valamely n > k-ra. Megmutatjuk,
hogy ekkor |z,| < Ma" is teljesiil:

|l‘n| = |a1l‘n_1+a2xn_2+...+akxn_k+bn|
< ar||znoi] + laz||zas| + - - + |ak]|Zn_k| + |bn]
|ad | |as] |a| B
< Mon | =222 e,
< Ma < P
1 1 1 1
< Ma* | — 1+ — Lt
a<2k+2k+ +2k+2>

I
3

amibdl kovetkezik a tétel allitasa. O
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2.3. A z-transzformalt tulajdonsagai

2.8. Tétel (Linearitds). Legyen X (z) az (z,) sorozat z-transzformdltja, amely konvergencia
sugara Ry és legyen Y (2) az (yn) sorozat z-transzformdltja, amely konvergencia sugara Rs.
Ekkor barmely a és b komplex szdmokra

Z{axy, + by, }(z) = aX(z) + bY (2), |z| > max{R;, Ry}

Bizonyitas: Legyen |z| > max {R;, Ra}. Ekkor

[eS) %) )
D lawn +byn)z "1 <> lallenz " 4+ bllynz "] < oo,
n=0 n=0 n=0

tehat a bal oldalon 4ll6 z-transzformalt is létezik, és az értéke

o o o
Z{azn + byn}(2) = Z(al‘n +byn)z " =a Z Tz "+ b Z ynz " =aX(z) +bY (2).
n=0 n=0 n=0
O
2.9. Példa. Szamitsuk ki az x,, = sinan sorozat z-transzformaltjat!
Az Euler-formula szerint , ,
etan _ o—ian
sinan = ————,
21
igy a z-transzformalt linearitasat hasznalva
Z{sinan} = 1 (Z{e""} — Z{e7""}) = L ==
21 21 \z—ev  z—e7l0
1 22 — ze7i — 22 4 zele _ zsina
2 22 — (elo fe~ia)z +1 22 —2zcosa+ 1
Hasonléan megmutathatd, hogy
2
z% —zcosa
Z{cosan} = .
{ } 22 —2zcosa+1
O

Bizonyitas nélkiil tekintsiik a kovetkezo allitast:

2.10. Tétel (Unicitas tétel). Legyen az (x,) és (yn) két sorozat, amelyek X = Z{x,} és
Y = Z{yn} z-transzformdltjai konvergensek a |z| > Ry, illetve |z| > Ry tartomdnyokban. Ha
X(z)=Y(2), |z|>max{Ri,Ra}, akkor x, =y,, mindenn =0,1,2,...-re.

A 2.10. Tétel szerint tehat a z-transzforméltnak egyértelmii inverz miivelete létezik, ame-
lyet inverz z-tranzformdltnak hivunk, és Z~!l-gyel jeloliink. Azaz ha Z{x,}(z) = X(z), akkor
Z7HX) = z,.

A z-transzformdlt linearitdsabdl kénnyen igazolhat6 az alabbi tulajdonsag.

2.11. Tétel. Az inverz z-transzformdlt linedris, azaz minden a és b konstansra

ZHaX(2) +bY(2)} = aZ7HX(2)} + b27H{Y (2)}.
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2.12. Példa. Szémitsuk ki az

2’2—2’

X(z2)=—5———
(2) 224 2-20
fliggvény inverz z-transzformaltjat!

A nevezl szorzatta alakithatd, igy parcidlis tortekre alakitjuk a kifejezést, de egy z szorzé-

tényezot eloszor kiemeliink:

22—z_zgl+11_gz+lz
2242-20 “\3z45 3z2—-4) 3z+45 3z-—4

ezért, 5 )
ZUX(2)} = g(—5)" + 54"-

2.13. Példa. Szamitsuk ki az )
42° + 2
X(z)=—5———
(2) 22—z+1
fliggvény inverz z-transzformaltjat!
A nevezé nem alakithaté szorzatta, igy a szinusz és koszinusz azonossagokra vezetjik vissza

a szamolast:

422 +z 422 +z 422 + 2 B 4(22—2%)—1-32
22—z41 z2—2z%+1_z2—2zcos§—|—1_z2—2zcos§+1
2 .

_ z —zcoig 23 z:smg7r 7

22 —2zcos T +1 22 —2zcos 5 +1

ezért

Z X (2)} = 4cos(%n> + 2\/§sin<%n>.

2.14. Tétel (Eltolas). Legyen (x,) olyan sorozat, amelyet (teszdleges mddon) kiterjesztink

negativ indexekre is, legyen unk) az egységqugrds sorozat. Legyen tovdbbd az X = Z{x,} z-
transzformdlt konvergencia sugara R, és legyen k > 0 régzitett egész. Ekkor

(a) Z{u,(qk)xn_k} =27k X(2), |z| > R, (eltolds jobbra)
k=1

(b) Z{zpp} = 2"X(2) = 3 wp2F ™, |z| > R, (eltolds balra,).
n=0

Bizonyitas: Az (a) rész kovetkezik a

o o0 o o0
E u,(f):nn_kz_” = E Ty = E :Ejz_(”k) =7k E xjz !
n=0 n=k j=0 j=0

Osszefliiggésekbol, ahol a j = n — k helyettesitést hasznaltuk.
A (b) &llitas hasonléan adddik a j = n + k helyettesitéssel:

00 0o (o) k—1
E Tpakz = E ajjzk_] =k E izt — E xjz
n=0 j=k §=0 §=0
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2.15. Tétel. Legyen a # 0 komplex szam. Ha az () sorozat X = Z{x,} z-transzformdltjinak
konvergencia sugara R, akkor
Z{a "z} (2) = X (2) . |2l > Rlal.

Bizonyitas: Egyszerl szamoldssal kapjuk

Z{a"x,}(z) = ia”xnz_" = i‘% <E>_n =X (E) , ha ‘E‘ > R.
n=0 n=0

a a

Az eltolési tétel lehetséget ad differenciaegyenletek megoldaséra.

2.16. Példa. Oldjuk meg az
Tntl = 3Ty — 1, o =1

differenciaegyenletet!
Vegyiik az egyenlet mindkét oldaldanak z-transzformaltjét

z
)
z—1

2X(z) — zzg = 3X(2) —

és hasznaljuk a kezdeti feltételt:

azaz

Inverz z-transzformaltat szamolva

o= z*{zi3—@_l;%%b}:z*{zi3—2<—

1 =z 1 =z 1 1
— -1)Z i — 3N
=2 {22—3+22—1} 37 T

1
z—1

=)

DO | =
N | —

2.17. Tétel. Ha az (x,) sorozat X = Z{x,} z-transzformdltjanak konvergencia sugara R, akkor
—2X'(2) = Z{nz, }(2), |z| > R,

altaldban,
(=DFFX® (2) = Z{n(n+1)--- (n+ k= Dan}(2),  |2| > R.

Bizonyitds: A z-transzformélt konvergenciasugara definicigjabdl kovetkezik, hogy a g(w) =

>0 o xpw™ hatvénysor konvergdl a |w| < 1/R tartoményon. Tudjuk, hogy egy hatvanyor
tagonként differencidlhaté a konvergenciatartomanyan beliil, azaz

o0
J(w) = annw"_l, |lw| < 1/R.
n=1
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Mivel g(w) = X (1/w), ezért

azaz

A z = 1/w helyettesitéssel kapjuk

o0
—2X'(2) = annz_” = Z{nx,}(z), |z| > R.
n=0
A maésodik allitas teljes indukcidéval kénnyen igazolhaté. O

2.18. Példa. Szamitsuk ki az x,, = n sorozat z-transzformaltjat!
A 2.17. Tételt alkalmazva

Z{n}ZZ{n-l}:—zi< 2 )Z_Zl-(z—l)—z-lz 2

dz \z—1 (z—1)2 (z—1)%
([l
2.19. Példa. Szémitsuk ki az z, = n? sorozat z-transzformaltjat!
A 2.17. Tételt alkalmazva djra

d 2 1-(z—1)2—2-2(z—1) 2(z+1)

Zn*t=Zn-ny=-2—(—— ) =- = :

{7} {n-ni “dz ((z 1)2> : (z—1)4 (z—1)3
O

2.20. Példa. Oldjuk meg az
Tpio — dnir + 4z, = ul?), zg=0, z1=0

kezdeti érték feladatot!
z-transzformaltat szamolva

22X (2) — 22w — 22y — 42X (2) + dzwo + 4X (2) =

amibdl a kezdeti feltételeket is haszndlva kovetkezik
1 1 z

X(z) = 2(22 —4z4+4)(z — 1) :;m

Szamitsuk ki eloszor

“Nepe) - 7 (e ))
i

1
= 2" —-2"+1
5 n +

= o lp _on 1.
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Ezért az jobbra eltolasi tételt hasznalva
z, =ulP (2" 3(n—2) - 2772+ 1).

A Z7YX(z)} inverz z-ztanszformaltat kiszamolhatjuk tigy is, hogy kiindulunk az

TP ISR SR (€ 40 S A S B
22(z—2)%(z—1) 422 2z 4(2—-2)2 2z2-2 z-1

_ 11 1 1 =z 1 =z z

T iz et iGo27 2z—2 i

alakbol. Ezért

1 1 1 1
Ellendrizhet6, hogy a fenti két képlet ugyanazt a sorozatot generalja. 0

Bizonyitas nélkiil tekintsiik az alabbi eredményt.

2.21. Tétel (Kezdeti- és végérték tétel). Legyen X = Z{x,}. Fkkor
(a) Kezdeti érték dllitds:
lim X(z) = xo,
|z]—+o0
(b) Végérték dllitds:

oo = (=~ 1)X(2)

(feltéve, hogy ez a hatdrérték létezik).

2.22. Definicié. Az x = (z,,) és y = (yn) sorozatok konvolicidja alatt azt az x * y-nal jelolt
sorozatot értjilk, amely dltaldnos tagja a kovetkezd Osszefiiggéssel definialt:

n
@Y= Tnjys, n=012....
7=0

Egyszerl szamolas mutatja, hogy
n
@*Yn = Tjyneyy  n=01,2....
j=0

Szokds egyszerien az x,, * y, jelolést is hasznalni a konvoluciés sorozat n-edik tagjara.
Konnyen ellendrizheték a konvolicié alabbi tulajdonsagai:

2.23. Allitds. Minden T, Yy, w sorozatra teljestil
(a) kommutativitds: x+y =y * x,
(b) asszociativitds: (x *y)«w =x % (y x w),
(¢) disztributivitds: (x+y)*w =z *w + y * w,

(d) ©xO =0, ahol O, =0 az azonosan nulla sorozat.
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2.24. Tétel (Konvoliciés tétel). Ha x = (z,) és y = (yn) két sorozat, amelyek X = Z{x,}
és Y = Z{yn} z-transzformdltjainak a konvergencia sugara Ry, illetve Ra, akkor azok kon-
voluciojdnak z-transzformdltja is létezik, és

Z{xxy}(z) = X (2)Y (2), |z| > max{R;, Ra}.

Bizonyitas: A konvolicié definiciéjat alkalmazva kapjuk

o o n o n ) )
Z(x xY)pz = Z Za:n_jyj 2 "= Z Za:n_jz_("_])yjz_].
n=0 n=0 \ j=0 n=0 j=0

Mivel |z| > max{R1, Ro}, ezért a Y 2 qxpz™" és > 2 (ynz " sorok abszolit konvergensek,
ezért ezek Cauchy-szorzata is az, és

XY () = (fj ) - <fj y) Y gy
n=0 n=0 n=0 j=0

amibd6l kovetkezik az allitas. O

2.4. Alkalmazas

Térjiink vissza a 2.1. szakaszban definidlt informacidéatviteli probléma specialis esetéhez:

2.25. Példa. Szamoljuk ki az
Sp = Sp—1 1 Sp—2, n =2,

So — 0, S1 = 1
rekurziv Osszefiiggéssel definialt (s;,) sorozat képletét!
A z-transzformdlt kényelmes alkalmazdsahoz irjuk at a rekurziv egyenletet az

Sn+2 = Sp+1 1 Sn, n >0

alakba. Legyen S = Z{s,}. Ekkor mindkét oldal z-transzformaltjat véve és alkalmazva az
eltolasi tételt kapjuk, hogy

228(2) — 2%sg — 281 = 28(2) — zs0 + S(2),
ahova a kezdeti értékeket behelyettesitve
(22— 2—-1)8(2) = 2,

azaz
z

S(z) =

22—z—-1

S(z) inverz z-transzformaltjanak meghatarozasahoz parcidlis tortekre bontunk, de gy, hogy egy
z szorzétényezét meghagyunk a szamlaloban:

z B z _, A n B
2—2-1 (z—z1)z—2m) \z—21 2z—20)’

ahol
14+vV5 1—+/5
g 2 s 22: 2 .

<1
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Ezt végigszamolva kapjuk

A= és B=-—

1
V5

5(2):%<2j21_2_222>,

Ennek inverz z-transzformaltjat véve

1 145\ 1 (1-vB)" B
Sn_ﬁ( 5 ) —ﬁ< 5 ), n=20,1,2,....

A 2.1. szakaszban definidlt csatorna atereszt képességét kiszamitva erre a sorozatra, kapjuk

és igy

C =y
1 (1+B8\" 1 (1=vB)"
o g, |2 (%) 5 (7)1
1 1 5 n 1-v5\ "
10g2 <ﬁ ( +2f) <1 - <1+2¢5
LN "
y log, 7+ logs <1+2\/5> + logy (1 - (;ﬁ) )
R S n
log, —= log, <1+\/5> log, (1 — (1_\/5>n)
= lim 2 V5 4+ lim 2 4+ lim 15
n—-4o0o n n—-400 n n—-400 n
5
= 0 —+ 10g2 +2\/7 + 0,
azaz
1 5
C = log, +2\/_ ~0,7

Feladat: Vizsgaljuk meg a (2.1) rekurzi6 tobbi esetét is, pl. ha, k1 = 1, ko = 3 vagy k1 =
1, k‘Q = 4, stb.

Két érdekes eset:

1. Legyen 1 < ki és ko= 2k;. Mutassuk meg, hogy ekkor C = % log, <1+2‘/5) R ,6—1107 7
2. ki = ky =k, azaz s, = 2s,,_,. Igazoljuk, hogy C' = log, 21/% = %

2.26. Példa. Oldjuk meg az
Tn+1 — 4yn = 17 Yn+1 — Tn = 07 To = 17 Yo = -1

differenciaegyenlet-rendszert! Az egyenletek mindkét oldaldnak z-transzforméltjat véve

2X(2) — zzg —4Y (2) = . i T

2Y (z) —zyo— X(2) = 0,




2. A z-transzformalt
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igy a kezdeti feltételeket hasznalva
2X(2) —4Y(2) = 24—
2Y(2) — X(2) = —=z.

Az algebrai egyenletrendszert megoldva kapjuk

X(Z):z(z——2)22<41 11>

(z—1)(z+2) 3242 3z-1
2
Yiz) = _(z—lj(z—i—Q):z<_§zi2_%zil>'
Ezért a megoldas
=S -5 = (-2



