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5. Absztrakt terek elmélete

5.1. Linearis terek

5.1. Definicié. Az X halmazt linedris térnek vagy vektortérnek nevezziik a valds szamtest
(komplex szamtest) felett, ha barmely =,y € X elemekre és A € R (A € C) skaldris értékre az

(r,y) —z+ye X és A z)— Az e X
miveletek értelmezve vannak, és amelyekre teljestilnek a koévetkezd axiomak:

1. z+y =y + z (kommutativitds), x,y € X;
2. (z+y)+ 2=+ (y+ 2) (asszociativitds), z,y,z € X;

3. van olyan © nullelem (zéruselem), hogy ©® € X és z + © = z minden z € X-re, (a
kovetkez6kben © helyett dltaldban egyszertien a 0 jelolést hasznaljuk);

4. Mzx+y)=x+Xy, \eRANeC), =z,yelX;
5. A+ = +pxr, MNpeRNpeC), zelX;
6. (\u)z = A(pz), ApeR (A\pel), zelX;

7.0.x=0 é l-xz=2z (0,1eR), zeX.

A valds szamtest feletti linedris teret roviden wvalds linedris térnek (valds vektortérnek), a
komplex szamtest feletti linedris teret pedig komplex linedris térnek (komplex vektortérnek) is
nevezzik. A linedris tér elemeit vektoroknak vagy pontoknak is nevezziik.

Az x vektor —1-szeresét —z-szel jeloljik. Az z és y vektorok kiilonbsége alatt az x + (—y)
Osszeget értjiik és x — y -nal jeloljik.

5.2. Példa. Az R" valés (C" komplex) szam-n-esek halmaza valds (komplex) linedris tér a
kovetkez miiveletekkel: Legyen x = (z1,...,2p),y = (y1,...,Yn) valés (komplex) szdm-n-es,
és \ val6s (komplex) széam. Ekkor definicié szerint

r4+y=(T1+y, - Tn+Yn) és Ar = (Ax1,...,A\zp).

Konnyen ellenérizheto, hogy ezek a miveletek teljesitik a linearis tér tulajdonsagait. O

5.3. Példa. Jeloljiik R*°-nel a valds (végtelen) szdmsorozatok halmazét, azaz xz € R, ha
x = (x1,T2,...,Ty,...). Ekkor R* linedris tér a szokdsos miiveletekkel: legyen

33:(x1,a:2,...,:nn,...), y:(y17y27"'7yn7"')7 AER
Ekkor definicié szerint
r4+y=(r1+y1, 22+ Y2, . Tn+Yn,-...) és A = (A1, \x2, ..., ATp,...).

Ezt a linearis teret a valds szamsorozatok linedris terének nevezziik. Nyilvan a komplex szam-
sorozatok C*°-nel jellt halmaza hasonlé médon (komplex) linedris teret képez. O
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5.4. Példa. Jelolje C([a,b],R) az [a, b] intervallumon értelemezett valds értéki folytonos fiigg-
vények halmazit. Ezen a halmazon bevezetjik a kovetkezd miiveleteket: Ha f,g: [a,b] — R,
akkor f 4+ g jeloli azt az [a,b]-n definidlt fliggvényt, amelyet az (f + ¢)(t) = f(t) + g(t) képlettel
definidlunk. Hasonléan, A € R-ra \f az az [a,b]-n értelmezett fiiggvény, amelyet a (Af)(t) =
Af(t) képlettel értelmeziink. Mivel folytonos fiiggvények Gsszege és konstansszorosa is folytonos
fiiggvény, ezért f+ g, A\f € C([a,b],R), és ellenérizhetd, hogy az Gsszeadds és a skaldris szdmmal
valé szorzés teljesitik az 5.1. Definicié mind a 7 kovetelményét, azaz C([a,b],R) valds linedris
tér.

Hasonl6 mdédon definidlhatjuk a C([a,b], C)-t, az [a,b] intervallumon értelemezett komplex
értéki folytonos fliggvények halmazat, amely linedris tér a komplex szamtest felett. O

5.5. Példa. Jelolje C*([a,b],R) az [a,b] intervallumon értelemezett, k-szor folytonosan diffe-
rencidlhatd valés fiiggvények halmazat. Az el6z6 példdhoz hasonléan megmutathatd, hogy ez a
halmaz is linedris tér az Osszeadés és a skaldris szdmmal vald szorzas miiveletekkel.

Jelolje C*°([a,b],R) az akarhdnyszor differencidlhatd, [a,b]-n értelmezett valds fliggvények
halmazat, amely szintén linearis tér. O

5.6. Példa. Ha az 5.4. Példdban definialt C([a, b],R) folytonos valés fiiggvények linedris terének
vessziik azt az Y részhalmazét, amely az [a,b] intervallumon értelmezett nemnegativ folytonos
valés fiiggvényeket tartalmazza, akkor Y nem linedris tér, hiszen az Osszeadédsra ugyan zart lesz,
de ha Y egy (nem nulla) elemét egy negativ skaldris szammal szorozzuk, az mar nem lesz eleme
Y -nak. O

5.7. Definicié. Egy X linedris tér Y részhalmazat linearis altérnek nevezziik, ha Y maga
is linearis tér az X-en bevezetett Osszeadas és skaldris szorzas miiveletekre nézve. Tehat ha
z,y€Y,akkorx+y €Y, éshadeR (AeC), akkor Az € Y.

5.8. Példa. Legyen C([a,b],R) az 5.4. Példaban definiélt folytonos valds fliggvények linearis
tere. Ekkor kénnyen lathald, hogy C([a, b], R)-nek altere lesz az Y = {f € C([a,b],R): f(a) =0}
halmaz. O

5.9. Példa. Konnyen lathaté, hogy a
C([a,b],R) > CY([a,b],R) D C*([a,b],R) D C3([a,b],R) D --- D C°([a,b],R)

tartalmazasok teljestilnek, és a fenti tartalmazaslancban szereplé sziikebb halmaz a lancban
szereplé bévebb linedris tér altere. O

5.10. Példa. Legyen Y azon részhalmaza R°-nek, amelyek a konvergens sorozatokbdl allnak.
Mivel barmely két konvergens sorozat Osszege illetve konstansszorosa is konvergens, ezért Y altér
R*>-ben. O

5.11. Definicié. Az z,y € X elemek linedris kombindcidja alatt a Az + py alaki elemet értjiik,
ahol \, u skaldris szdm (azaz valds vagy komplex szam). Hasonléan, az xi,...,x, € X elemek
linearis kombindciéja alatt az Ajx1 + - - - + A\, x,, Osszeget értjiik, ahol Ay, ..., A, skalaris szamok.
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Az xq,...,x, € X elemeket linedrisan dsszefiiggének nevezziik, ha vannak olyan nem csupa
nulla Ay, ..., A, skalaris szdmok, hogy Ax1 + -+ + Az, = 0. Ellenkez6 esetben az z1,...,z,
elemeket linedrisan figgetleneknek nevezziik. (Ha tehdt zq,...,z, linedrisan fiiggetlen, akkor
AMxy + - + Az = 0-bOl kévetkezik, hogy A\ = ... =X, =0.)

A 'H C X halmazt linedrisan figgetlennek nevezziik, ha minden véges részhalmaza linedrisan
fliggetlen.

Azt mondjuk, hogy H C X elddllitia (generdlja, kifesziti) az X lineéris teret, ha az X
minden vektora a H elemeinek (véges) linearis kombinécidja.

5.12. Példa. Definidljuk az e; = (1,0,...,0), e2 = (0,1,0,...,0),...,e, = (0,0,...,0,1) szdm-
n-eseket, és legyen H = {ej, ez, ...,e,}. Ekkor a H halmaz el6éllitja az R™ linedris teret, hiszen
egy tetszlleges = = (x1,x9,...,2,) vektorra x = x1e; + xoeg + - - - Tpey. O

5.13. Példa. A C([a,b],R) folytonos fiiggvények terében jelolje Y a legfeljebb n-edfokd poli-
nomok halmazat. Ekkor Y nyilvan linearis altér, mivel két legfeljebb n-edfoku polinom Gsszege
is egy legfeljebb n-edfoki polinom, valamint egy legfeljebb n-edfokti polinom konstansszorosa is
legfeljebb n-edfoki polinom. Legyen H = {1,¢,...,t"} a legfeljebb n-edfoku hatvanyfiiggvények
halmaza. FEkkor ellenérizhet6, hogy az 1,t,...,t" polinomok linedrisan fliggetlenek, masrészt
el6éllitjak az Y alteret, hiszen p € Y akkor és csak akkor, ha p(t) = ag + a1t + - - - ant™.

Az [a,b] intervallumon értelmezett &sszes polinomok halmaza ugyancsak linedris altér, azon-
ban ennek a halmaznak az elemeit a megszamldlhatéan végtelen sok elemet tartalmazé H =
{1,¢,...,t",...} halmaz 4llitja el6. O

5.14. Példa. Tekintsiik a végtelen valdos szamsorozatok R linedris terét. Jeldlje e; azt a
végtelen valds szamsorozatot, amelynek i-edik eleme 1, a tobbi 0, azaz

er = (1,0,0,0...),
€2 = (0,1,0,0...),
es = (0,0,1,0,...),

és legyen H = {e1,e9,€e3,...}. Ekkor H megszamlalhat6 részhalmaza R°°-nek, és a ‘H halmaz
linedrisan fliggetlen. Masrészt H azt a Y alteret allitja el6 R°°-ben, amely azon sorozatokat
tartalmazza, amelyekben véges sok elem kivételével csupa 0 all. Valéban, a H-beli elemek (véges)
linearis kombindcidjaval csak olyan sorozatot kapunk, amelyben véges sok tag kivételével minden
tag 0. Forditva, ha x € Y olyan, hogy « = (x1,22,...,Zp,...), és minden z; = 0, ha i > n,
akkor x = x1e1 + - - xzpey,. O

Lineéris algebrabdl ismert a kovetkezd allités.

7z

5.15. Allitas. Ha Hi és Ho véges linedrisan figgetlen halmazok, és mindketten eldallitjik az
X linedris teret, akkor Hy és Ho szdmossdaga megegyezik.

5.16. Definicié. A H halmazt az X linedris tér bdzisdnak nevezziik, ha H elballitja az X
linedris teret. Ha az X linedris tér egy H bézisa csak véges sok vektort tartalmaz, akkor azt
mondjuk, hogy az X linedris tér véges dimenzics, és a H elemeinek a szamét az X linearis tér
dimenzidjdnak hivjuk. Ha az X linedris térnek nincs véges bazisa, akkor X-et végtelen dimenzids
linedris térnek nevezziik.
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Az 5.15. Allftés szerint egy véges dimenzids linedris tér dimenzidja egyértelmiien meghataro-
zott. Végtelen dimenzids terekben is megmutathatd, hogy mindig létezik bézis, de ezzel ebben
a jegyzetben nem foglalkozunk.

5.17. Példa. Az 5.12. Példa alapjan lathaté, hogy az R™ ill. a C™ linearis terek n-dimenzids
vektorterek.
Az 5.13. Példébdl kovetkezik, hogy a C([a,b],R) tér végtelen dimenziés tér, hiszen a H =

{1,t,...,t",...} halmaz a tér egy végtelen linedrisan fiiggetlen részhalmaza.
Az 5.14. Példa szerint a végtelen valds sorozatok R halmaza is végtelen dimenzids linedris
tér, hiszen az eq, eo, ... elemek linearisan fiiggetlenek. O

5.18. Definicié. Azt mondjuk, hogy K az X linedris tér konvexr részhalmaza, ha barmely két
pontjat Osszekoto szakasz minden pontja benne van K-ban, azaz ha x,y € K, akkor barmely
a€(0,1]-re ax + (1 —a)y € K.

5.19. Példa. A végtelen valds sorozatok linedris terének vegyiik azt a K részhalmazat, hogy
K ={z = (z1,z2,...): ; > 0 minden ¢ = 1,2,...-re}. Ekkor kénnyen ellenérizhetd, hogy K
konvex. O

5.2. Linearis operatorok

Operator, leképezés, transzformacid, fiiggvény alatt lényegében ugyanazt értjik: egy elbiras,
amely egy halmaz elemeihez hozzarendeli ugyanazon vagy egy masik halmaz elemeit.

Legyen X,Y két halmaz, D C X. Ekkor a T': D — Y operdtor alatt egy olyan eloirast
értiink, amely a D halmaz minden egyes x eleméhez hozzarendeli az Y halmaz egy T'(x)-szel
jelolt elemét. A D halmazt a T operator értelmezési tartomdnydnak hivjuk és Dom(T")-vel
jeloljiikk. Az Im(T) = {T'(x) € Y: x € D} halmazt pedig a T operdtor értékkészletének, képének
vagy képterének nevezziik.

Ha specidlisan Y = R, akkor a T': D — Y operatort funkciondlnak nevezzik.

Legyen Y linedris tér. Ekkor értelmezhetjiik az Y-ba leképez6 operatorok osszegét és skalar-
szorosat: Legyen D C X, T, S: D — Y operatorok, A € R (ill. A € C, ha Y a komplex szdmtest
feletti vektortér). Ekkor T4+ S: D — Y és \T': D — Y azok az operdtorok, amelyekre definicié
szerint

(T+95)(z)=T(x)+T(y) és (AT (z) = MT'(z)).

A T operatort kolesondsen egyértelminek (injektivnek) nevezzik, ha xq # xo, akkor Tz #
Tzo, vagy ezzel ekvivalens, hogy Tx1 = Txo, x1,22 € D akkor és csak akkor, ha 1 = xo.

T rdképezés (sziirjektiv), ha barmely y € Y-hoz van olyan x € X, hogy Tz = y.

Ha T kolcsonosen egyértelmii, akkor T-nek létezik az inverz operdatora, azaz egy olyan
T—1 operator, amelynek értelmezési tartomsnya a T operdtor értékkészlete, értékkészlete a
T értelmezési tartoménya, tovabba T H(T(z)) = z, x € Dom(T), és T(T " (y)) = y, y €
Dom(T~1!) = Im(T).

5.20. Definicié. Legyen X,Y valds (komplex) linedris terek, D C X altér X-ben. Ekkor a
T: D — Y operdtort linedris operdtornak nevezzik, ha

T(Ar + py) = NT'(z) + pT(y)

minden A\, u € R (A, € C) és x,y € D-re.
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Ha T linedris operator, akkor a T'(z) helyett gyakran a Tx jelolést hasznéljuk az operator
értékének jelolésére.
5.21. Példa. Legyen A egy n x n-es valés matrix. Ekkor a
T: R" — R", T(z) = Ax

operator egy linedris operator.
Hasonléan, egy m X n-es valés A matrixra is az

S: R" - R™, S(z) = Az

operator linearis operator. O

5.22. Példa. Legyen R™ a val6s szamsorozatok linedris tere és D C X a konvergens sorozatok
linearis altere. Ekkor D-n definidlhatjuk a

T: D—R, T(ay,) = lim a,

n—oo

linedris leképezést (funkciondlt). O

5.23. Példa. A folytonos fliggvények C([a,b],R) terében definidljuk a

T: O([a, b, R) — C([a, b, R), (Tf)(t):/f(a:)d:n, t e a,b].

Ellenérizhetd, hogy a fenti képlettel definidlt T'f fiiggvény valoban egy folytonos fliggvényt
definidl, és T egy linedris operédtor C([a,b], R)-n.
Hasonléan, konnyen belathatd, hogy az

b
S: C([a,b],R) — R, Sf:/ f(x)dx

operétor egy linearis funkcional C([a, b], R)-en. O

5.24. Példa. Tekintsiik C1([a,b], R)-t, az [a, b]-n értelemzett folytonosan differencidlhaté fiigg-
vények linedris terét. A differencidlds miiveletét ezért a C([a, ], R) vektortérnek a C'!([a,b], R)
linedris alterén definidlhatjuk, igy a

D: C'([a,b],R) — C([a,b],R), (Df)(t) = f'(t), t€la,b]

leképezés egy linedris operator, hiszen (c1f1 + cafa) = c1f1 + caf5. O

5.25. Definicié. Azt mondjuk, hogy X és Y izomorf linedris terek, ha létezik T : X — Y
izomorfizmus, azaz olyan T, hogy Dom(T) = X, Im(T) = Y és T kolcsonosen egyértelmii
réaképezés (bijekcid), amely linedris.

5.26. Tétel. Minden n-dimenzidos X wvalés (komplex) linedris tér izomorf az R™ (C") szam-n-
esek terével.

Bizonyitas: Legyen {ei,...,e,} az X egy bézisa. Ekkor tetszileges x € X-hez vannak olyan
ai, . .., o skalaris szamok, hogy
n
Tr = Z AL€EL.
k=1

Legyen Tx = (aq,...,ap). Ekkor T: X — R™ Dom(7) = X, Im(T) = R™ és konnyen
ellenérizhet6, hogy T bijektiv linearis operator, azaz izomorfizmus a két linearis tér kozott. O
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5.3. Normalt terek

A valds szadmokra ismert abszolut érték tulajdonsigai altaldnositdsaval kapjuk a norma és a
normalt tér fogalmat.

5.27. Definicié. Egy X valds (komplex) linedris téren értelmezett || -] : X — R fliggvényt
normdnak nevezzik, ha

L |z >0, z€X és |z]| =0 < 2 =0.

2. |[Az|| = |Al||=]], zeX, AeR(AeC).

3. Nz +yll <zl + llyll, z,y € X (hdromszog-egyenl6tlenség)
Az (X, || -||) parost normdlt térnek hivjuk.

Az alabbi allitasbdl kévetkezik, hogy minden norma egyben folytonos fiiggvény.

5.28. Allitas. Legyen | - || egy norma az X linedris téren. Ekkor minden x,y € X-re
[zl = iyl < ll = il

Bizonyitds: A hiromszog-egyenlStlenség szerint ||z|| = ||z — v + y|| < ||z — y|| + ||y]|, amibdl
llz|]| — [yl < ||z —y|| adédik. Ugyanigy lathaté be, hogy ||yl — ||z]| < ||z —y||, amib6l kovetkezik
az allitas.

O

5.29. Példa. Tekintsiik a valds szam-n-esek R™ linearis terét. Ezen kiilonb6zé normaéakat de-
finidlhatunk:
Legyen x = (z1,...,x,) € R™. Az

]2 =

képlet a sikbeli és térbeli geometriai vektorok hosszanak természetes altalanositasa, kettes-
vagy euklideszi-normdnak nevezzik. A norma 1. és 2. tulajdonségai konnyen ellendrizhetdk.
A haromszog-egyenl6tlenség a Minkowski-egyenl6tlenségb6l kapjuk (lasd az 5.32. Allitast).

Az
n
lally =3 Jal
i=1

képlettel definidlt normat 1-es normdnak nevezzik. Ez valéban norma R"™-en, hiszen a norma
1. és 2. tulajdonsdga trividlisan teljestl, a 3. pedig a valds szamokra vonatkozd haromszog-
egyenlétlenségbdl kovetkezik, hiszen ||z +yll1 = D20 o +wil < D00 [zl + 320 |yl = [zl +
Il

Az

Joloe = s o

kifejezést végtelen- vagy supremum-normdnak nevezziik. Az olvasora bizzuk annak ellenérzését,
hogy ez a képlet norma R"-en.

Megmutathaté, hogy minden p > 1-re a
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képlet norma R"-n. A normat p-normdnak hivjuk. (A haromszog-egyenl6tlenség bizonyitdsdhoz
lasd az 5.32. Allitast). Ennek specidlis esetei a fenti képletek. (Megmutathatd, hogy ||z]|c =
Tim [lel

A fenti képletekkel C™-n is definidlhatunk normaékat. O

Sziikségiink lesz az aldbbi elemi egyenlétlenségre:

5.30. Lemma (Young-egyenl&tlenség). Minden a,b > 0-ra

a? bl
abg _+_7
p q

ahol
, 1 1
p>1, qg>1 és —+-=1
p g

Bizonyitas: Tekintsiik az y = a2P~! gorbét. Ekkor kénnyen ellendrizhetd, hogy = = 39 L.
Legyen

a P b pe
51:/ P lde =L és 52:/ ytdy = —.
0 p 0 q
Ekkor az Sp és Sy az aldbbi abran lathatd tertiletek,
b
S
S
o -
igy nyilvan tetszéleges a,b > 0-ra
P e
ab§51+52=a—+—
p q
teljesiil. O

5.31. Allitas (Holder-egyenlétlenség). Tetszéleges ay, ..., an, by, ..., by, komplex szamokra

e (Z mwp) " <Z |bk\Q) "

k=1 k=1 k=1

teljestl, minden olyan p és q-ra, ahol
, 1
p>1, qg>1 és —+-=1

Bizonyitas: Legyen

n 1/p n 1/q
A= (Z |ak|p) és B= <Z |bk|q> .
k=1 k=1
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Ha A = 0 vagy B = 0, akkor minden aj = 0 illetve by, = 0, és az allitas teljesiil. Feltehet6 tehat,
hogy A # 0 és B # 0. Elegend6 tehdt megmutatnunk, hogy

Z |ak| |bk|
A B —
Az 5.30. Lemmat alkalmazva

Z k] [B] z”: Llaw? o 1J0el®Y _ 13 oy okl N Ik bil” _ 1 1
A B p AP q B P Ap q Ba P q

5.32. Allitas (Minkowski-egyenl6tlenség). Bdrmely ay,...,a,,b1,...,b, komplex szimra

ésp>1-re
n 1/p n l/p n l/p
<Z|ak +bk|p) < <Z|ak|p> + <Z|bk|p> :
k=1 k=1 k=1

Bizonyitas: p = l-re az allitas rogton kovetkezik az abszolit értékre vonatkozd haromszog-
egyenl6tlenségbdl. Legyen p > 1 és g olyan, hogy % + % = 1. Ekkor a Holder-egyenlGtlenséget
felhasznalva kapjuk,

n n

> lak+bel? <> (lak] + [be])”
k=1 k=1
n n
= > laxl(lar] + b))~ + > [bel(lax] + (b}~
k=1 k=1
n 1/p n 1/p n 1/q
< ((Z ) "+ (R 1bl”) ) (Zuau + rbkw—nq) .
k=1 k=1 k=1
Mivel (p — 1)q = p, ezért egyszeriisités utan kapjuk a bizonyitandé egyenlStlenséget. O
5.33. Példa. Definidljuk f € C([a,b],R)-re az
Il = s 1£0)
normét, amellyel a C([a,b], R) linedris tér normalt tér. O

5.34. Példa. A C([a,b],R) folytonos fliggvények terén értelmezhetiink mds normét is: legyen

példaul
b
151l = / F(0)] dt.

Koénnyen ellenérizhetd, hogy || - ||1 teljesiti a norma mindhdrom tulajdonségét. O

5.35. Példa. Jeloljik az [a,b] intervallumon értelmezett valds értéki, végesen Lebesgue-integ-
rélhaté fiiggvények linedris terét L'([a, b], R)-rel. Ezen a vektortéren definidljuk az m Lebesgue-
mérték szerinti

b
171l :/ || dm
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kifejezést. Konnyen ellendrizhetd, hogy || f||1 > 0 minden f-re, és || - |1 teljesiti a norma 2. és 3.
tulajdonsdgait is. Viszont abbdl, hogy || f||1 = 0, csak az kévetkezik, hogy f(z) = 0 majdnem
minden x € [a, b]-re. Ezért az L!([a,b], R) halmazt az ||-||; fiiggvénnyel gy tekinthetjiik normalt
térnek, hogy a majdnem mindeniitt azonos fiiggvényeket azonosnak tekintjiik. O

5.36. Példa. Az el6z6 példdhoz hasonléan legyen L2([a,b], R) azon Lebesgue-mérhetd fiiggvé-

nyek linedaris tere, amelyre az f; | f|? dm Lebesgue-integral véges. (Itt is a majdnem mindeniitt
azonos fiiggvényeket azonosnak tekintjiik.) Megmutathatd, hogy ezen a halmazon az

b
I£12 = [ 172 dm
fiiggvény norma. A haromszog-egyenlStlenség igazolasat ldsd késébb (5.93. Tétel és az 5.99.
Példa). Ugyanezzel a képlettel a L?([a,b],C) linedris téren is normat definidlhatunk. O

5.37. Példa. Az R" térhez hasonldéan a fliiggvényekre is értelmezhetjiik a p-norma fogalmat,
amely &ltaldnositja az el6z6 két példaban szerepld eseteket. Legyen 1 < p < oo, és legyen
LP([a,b],R) azon Lebesgue-mérhetd fliggvények linedris tere, amelyre az fab | P dm Lebesgue-
integral véges. (Megint a majdnem mindeniitt azonos fliggvényeket azonosnak tekintjiik.) Meg-
mutathatd, hogy ezen a halmazon az

b 1/p
1l = ( / Ifl”dm>

fiiggvény norma. Ehhez elészor beldthaté az 5.31. Allitds bizonyitdsdhoz hasonlé médon a
Hoélder-egyenlGtlenség

b b 1/p b 1/q
/G|fg|dms</a Ifl”dm> </ |g|qdm> , %%:1 (5.1)

valtozata, és ennek segitségével belathatjuk a Minkowski-egyenlétlenség

b 1/p b 1/p b 1/p
(/ \f+9|pdm> s(/ \flpdm> +</ \grpdm) R

alakjat. A részleteket az olvaséra bizzuk.
Megmutatjuk, hogy ha p < ¢, akkor Li([a,b],R) C LP([a,b],R), azaz specidlisan az

LY([a,b],R) D L*([a,b],R) D> L*([a,b],R) D - -

tartalmazdsok teljesiilnek. Legyen p’ = q/p és ¢’ = q/(¢ — p). Ekkor 1/p' +1/¢' = 1. Az (5.1)
egyenlStlenséget alkalmazva p’ és ¢'-re az fP és g = 1 fliiggvénnyel kapjuk

b b 1/p b 1/q b 1/p
/ |fIPdm < </ |f’pp’dm> </ 1dm> = </ |f]qdm> (b—a)l/q/<oo,

azaz f € LP([a,b],R), ha f € Li([a,b],R). a
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5.38. Példa. Tekintsiik a valés sorozatok R linedris terének azt az /1 részhalmazat, amelyre

{ = {:L‘:(l’1,$2,...) € R*>: Z|$n| <OO},

n=1
vagyis £1 az abszolut konvergens végtelen sorok halmaza. Konnyen ellendrizhetd, hogy ezen a

halmazon az
o0

ol = fel

n=1

fliggvény normat definial.
Hasonlé médon legyen

by = {ZE: ($1,$2,...) € R*: Z|$n|2 < OO},

n=1

és az lo-n tekintsik a

l]l2 =

[
> lenf?
n=1

normat.
Az el6z6 két képletet altaldnositva legyen 1 < p < oo, és legyen

0, = {x: (x1,22,...) € R™: Z|xn|p < oo}.

n=1

(o) 1/p
]l = (Z \%\”)
n=1

képlet egy normat definidl £,-n. A hdromszog-egyenlétlenség bizonyitasahoz elszor alkalmazzuk
a Minkowski-egyenlGtlenséget:

N 1/p N 1/p N 1/p
n=1 n=1 n=1

amibdl N — oo hatarértéket véve adddik az allitas.
Végiil legyen

Megmutathaté, hogy a

loo = {z = (21,22,...) € R™: (x1,29,...) korldtos sorozat},

ahol a

2]l oc = sup |zx|
n>1

képlet egy normat definial.
Megjegyezziik, hogy a fenti képletekkel a C*° megfelel$ részhalmazain is normét definidlha-
tunk. O
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5.4. Konvergencia normalt terekben, normak ekvivalencijja

5.39. Definicié. Az (X, | - ||) normélt tér valamely (z,) sorozata konvergens, ha van olyan
x € X elem, hogy barmely € > 0-hoz létezik olyan N kiiszébszdam, hogy ha n > N, akkor
|z — x| < e. (Més széval, ||z — z,|| — 0, ha n — oc0.) Jeldlés: z, — z, ha n — oo, vagy
z = lim x,.

n—oo
5.40. Definicié. Az (x,,) sorozat Cauchy-sorozat, ha minden € > 0-hoz van olyan N kiiszobszam,
hogy ||z, — xm|| < € valahdnyszor n,m > N

Megjegyezziik, hogy a normalt terekben a sorozat hatarértékének a definicidja csak annyibol
tér el a valds szdmsorozatok konvergencidjanak definiciéjatél, hogy abban a valds szam ab-
szolit értéke helyett normat haszndlunk. A norméat definialé 3 tulajdonsidg megegyezik az ab-
szolut érték alapvetd tulajdonsagaival, és a valds szamsorozatokra vonatkozd hatarérték tulaj-
donsagainak levezetésekor csak az abszolit értéknek ezt a 3 tulajdonsigat hasznaltuk fel, ezért a
normalt térben ugyanazok az algebrai tulajdonsagok teljesiilnek a konvergens sorozatokra, mint
a valds sorozatokra.

5.41. Tétel. Legyen (X, | -||) egy normalt tér, (x,) egy X-beli sorozat.

1. Konvergens sorozatok hatdrértéke egyértelmd.

2. Legyen x, — = han — oco. Ekkor (x,) barmely részsorozata is konvergens, és a hatdrértéke
x.

3. Ha az (x,) sorozat konvergens, akkor korlatos is, azaz van olyan M > 0 wvalds szdm,
amelyre ||z, || < M minden n > 1-re.

4. Ha xy, — x és y, — vy, akkor axy, + By, — ax + By, ha n — oco.
5. Ha x,, — x, akkor az (||xy,||) szdmsorozat is konvergens, és ||x,| — ||z||, ha n — oo.
6. Ha az (z,,) sorozat konvergens, akkor Cauchy-sorozat is.

Bizonyitas: A 6. pontot mutatjuk meg, a tobbi a valds esethez hasonléan lathaté be.

Legyen (x,) konvergens. Ekkor van olyan =z € X, hogy z, — x, ha n — +o00. Legyen
€ > 0. Ekkor £/2-héz is van olyan N = N(e/2), hogy ||z, — z| < §, minden n > N-re. Igy a
haromszog-egyenlotlenség alapjan

e €
|lzn — 2| = |20 — 2+ 2 — 2| < |lzn — || + ||z — 2| < 3t5=¢ n,m > N.
O
5.42. Definicié. Legyen adott ||| és ||| - ||| két norma az X linedris téren. Azt mondjuk, hogy
-1l és ||| - ||| ekvivalens, ha léteznek olyan m és M pozitiv konstansok, hogy
mllz)| <|llz|l] < M|jzl|,  zeX.

Megjegyezziik, hogy a fenti definicié szimmentikus a két norméra nézve, hiszen ha a fenti
egyenlStlenségek teljesiilnek, akkor -|||z[|| < [lz|| < Z|||z[|| is teljesiil.

Hangsiilyozni kell, hogy a normalt térben a konvergencia fogalma fiigg a norma valasztasatol.
Elképzelhetd, hogy az egyik normaban az adott sorozat konvergens, de a masik normaban nem.
A kovetkez6 allitas szerint viszont ekvivalens norméak ugyanazt a hatarérték fogalmat definialjak.
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5.43. Allitas. Legyen adott || - || és ||| - ||| két ekvivalens norma az X linedris téren, (x3) egy
sorozat X-en. FEkkor (xy) akkor és csak akkor konvergens a || - || normdban, ha konvergens a
|| - ||| normdban, és a két normdban a hatdrértékek is megegyeznek.

Bizonyitas: Az allitas rogton kovetkezik az
m|zy — zl| < [[lzx — z||] < Mllzy, — x|

egyenlGtlenségbol, ahol m és M a normak ekvivalencidjanak definiciéjaban szerepl6é konstansok.
O

5.44. Példa. Az R"-en az || - ||1, || - ||2 és || - ||co normdk ekvivalensek, mivel ellendrizhet8, hogy

lzlly < Vallzll,  llzllz < Vallelleo,  l2lloo < llzfh, 2 € R™

(Az elsé becslés a Holder-egyenlétlenségbél kovetkezik p = ¢ = 2-re.) Ezért az (z(*)) R™-beli
sorozat akkor és csak akkor konvergens az egyik normaban, ha a masikban is az. O

A kovetkezd tétel szerint egy tetszOleges véges dimenzids normélt térben barmely két norma
ekvivalens.

5.45. Tétel. Legyen X egy véges dimenzios linedris tér. Ekkor X-en bdrmely két norma ekvi-
valens.

Bizonyitads: A bizonyitast csak az X = R™ speciélis esetre adjuk meg. (A bizonyitds az X = C"
esetre trividlisan kiterjeszthetd.)

Elegendé megmutatnunk, hogy egy tetszbleges || - || norma ekvivalens az || - ||; norméval.
Legyen A = {x € R™: |[z||; = 1}. Ekkor A korldtos és zéart részhalmaza R™-nek, igy barmely
folytonos fiiggvény felveszi minimumét és maximumat A-n. Az 5.28. Allitds szerint a | - ||
figgvény is folyonos, ezért

3

m=min{|[y[|: y € A} &  m=max{[ly|: y € A}

létezik és véges. Ekkor viszont tetszOleges x # 0-ra 0 ;”1 € A, ezért
m < ‘

amibél kovetkezik, hogy m|z|; < ||z| < M|jz|| minden z-re. O

— I

B4t

A tétel kovetkezményekén kapjuk:

5.46. Kévetkezmény. Az (R",|| - ||) normdilt térben az 2™ = (xgk),...,x%k)) (k =1,2,...)
(k)

vektorsorozat akkor és csak akkor konvergdl az x = (x4, ..., xy) vektorhoz, ha x;

minden 1 =1,...,n-re.

—x; (k— o0)

Bizonyitds: A bizonyitas kovetkezik abbdl, hogy az 5.45. Tétel szerint feltehetd, hogy || - || =
| |1, és ekkor az

n
k k ;
o®) o] < ||$<k>_$||lzz|$§>_xj|, i=1,...,n
7j=1

egyenlotlenségekbdl adodik az allitas. O
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5.47. Példa. Végtelen dimenziés térben viszont a koordinatankénti konvergencia nem mindig
ekvivalens a norméban valé konvergencidval. Ehhez elegend6 az ¢ teret tekinteni. Tekintsiik a
kovetkez6 sorozatot £1-ben:

M = (1,0,0,0,...)
+? = (1,1,0,0,...)
+®) = (1,1,1,0,...)
azaz (%) az a sorozat, amelynek az elsé k tagja 1, a tobbi pedig 0. Ekkor az z®) = (a;gk) , a:gk), oY)

(k)

sorozat barmely koordinatdjira xz;”” — 1, ha k& — oo, masrészt z®) 4 (1,1,1,...), hiszen a
konstans 1 sorozat nincs is benne £1-ben.
Természetesen ez a példa ¢ helyett barmely ¢, térben ugyanigy elmondhato. O

5.48. Allitas. A (C([a,b],R),]| - ||eo) normdlt térben f, — f, ha n — oo, akkor és csak akkor,
ha az (fn) fliggvénysorozat egyenletesen tart f-hez.

Bizonyitas: Tegyiik fel, hogy f, — f a || - ||oo norméban. Ekkor barmely ¢ > 0-hoz létezik
olyan N kiiszObszam, hogy

[fn = flloo = max [fn(z) — f(2)] <e¢,
z€la,b]
ha n > N. Ekkor természetesen barmely x € [a,b]-re |f,(z) — f(x)| < &, han > N, azaz (f,)
egyenletesen tart f-hez.
Tegyiik fel most, hogy az (f,) folytonos fliggvények sorozata egyenletesen konvergél f-hez.
Ekkor tudjuk, hogy f folytonos fliggvény, és igy f, — f is az, és mivel folytonos fliggvények
felveszik maximadlis értékiiket, ezért minden n-hez létezik olyan z,, € [a,b], hogy

x€[a,b]

Igy ha bérmely z € [a,b]-re |fo(z) — f(z)| < &, ha n > N, akkor m[a:i]\fn(m) — flz)| =
z€a,

| frn(zn) — f(xn)] < € is teljestil n > N-re, azaz f, — f a || - [[co norméban. a

A bizonyitasbdl rogton kovetkezik:

5.49. Kovetkezmény. Legyen f, € C(la,b],R) és tegyiik fel, hogy valamely [a,b]-n értelmezett
f figgvényre ||fn — flloo — 0, ha n — oo. Ekkor f folytonos, azaz f € C([a,b],R).

Megjegyezziik, hogy ha egy (f,) fliggvénysorozat pontonként konvergél az f fliggvényhez
az [a,b] intervallumon, akkor még &ltaldban nem kovetkezik, hogy a supremum-norméban is
konvergens lenne a sorozat. Ehhez elegendé az f,(x) = 2™ fiiggvénysorozatot tekinteni a [0, 1]
intervallumon.

Végtelen dimenzids terekre, ahogy azt az alabbi példa illusztralja, mar altalaban nem igaz
az 5.45. Tétel.

5.50. Példa. Tekinsiik a C([0,1],R) linedris teret. Az integral becslésébdl kovetkezik, hogy
Ifllh < |Ifllo teljesiil minden f-re. Megmutatjuk, hogy a || - | és || - |1 normdk mégsem
ekvivalensek. Tegytik fel, hogy létezik olyan M > 0 konstans, hogy

| flloo < M| f]l1 teljesiil minden f € C(]0, 1], R)-re. (5.2)
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Legyen
_ ) 1—nax, z € 1[0,1/n],
ﬁﬂm)“{ 0, z e (1/n, 1],
Ekkor f,, minden n-re szakaszonként linearis és folytonos, ezért f,, € C([0,1],R). Mdésrészt
1 1/n na2]™ 1
o= Fo@ =1 &l = [ 1f@lde= [ -nedo= o= ] =
0 0 0 n

Ez ellentmond az (5.2) reldcidnak, hiszen n tetszoleges nagy lehet, igy a két norma nem ekviva-
lens a C(]0, 1], R) téren.

Az || fll1 < ||flleo becslésbél kovetkezik, hogy ha a (g,,) fiiggvénysorozat a || - || normaban
tart egy g fiiggvényhez, akkor a || -||; normaban is konvergél g-hez. Forditva viszont ez altaldban

nem teljesiil. Ehhez tekintsiik a g, (z) = 2™ fliggvénysorozatot. Erre ||g, — 0|1 — 0, ha n — oo,

hiszen ||g,|1 = fol adr = n+r1 — 0, ha n — oo. Mésrészt ||gn, — 0]|cc = 1 minden n-re, azaz

) nem konvergens a || - ||oo normaban. O
(9n) g [

5.5. Banach-terek

Valés szamokra ismert a kovetkezo tétel.

5.51. Tétel (Cauchy-féle konvergenciatétel). A valds szamokbdl alkotott (x,) szdmsorozat
akkor és csak akkor konvergens, ha Cauchy-sorozat.

Megmutathaté, hogy véges dimenziés normélt terekre atviheté az &llitas, de ahogy azt
az 5.53. Példaban megmutatjuk, végtelen dimenzids esetben egy sorozat lehet Cauchy-sorozat
agy is, hogy az nem konvergens az adott normalt térben.

5.52. Tétel. Legyen (X,||-|) egy véges dimenzids normdlt tér, (x*)) egy X -beli sorozat. Ekkor
(%)) akkor és csak akkor konvergens, ha Cauchy-sorozat.

Bizonyitas: Az 5.26. Tétel szerint X izomorf az R™ (ill. komplex esetben a C™) vektortérrel,

ezért feltehetd, hogy X = R"™. Mivel az 5.45. Tétel szerint barmely norma ekvivalens az || - ||1
norméval, ezért az is feltehetd, hogy || - || = || - ||1. Legyen z*) = (a;gk), e 7$7(1k)) egy vektor
sorozat. Ekkor viszont barmely k,m > 1l-reés ¢ =1,...,n-re

k m m - k m
o =< o =2y = 37 = o,
i=1

ezért az (x®)) vektorsorozat akkor és csak akkor Cauchy-sorozat, ha az (:Egk))keN koordinéta
sorozatok Cauchy-sorozatok minden ¢ = 1,...,n-re. De ekkor az 5.46. Kovetkezménybol kapjuk

az allitast. 0

5.53. Példa. Megmutatjuk, hogy a (C([—1,1],R),|| - [[1) normdlt tér nem teljes, azaz létezik
olyan Cauchy-sorozat a térben, amely nem konvergens. Definidljuk az

0, -1 <t <0,

fu(t) =< nt, 0<t<1/n,
1, 1n<t<l1
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fiiggvénysorozatot. Vildgos, hogy f, folytonos fiiggvény, igy f, € C([—1,1],R). Legyen n > m,
ekkor 1/m > 1/n. Ezért

1
Voo = fulh = / (0= Fult)]
1/n 1/m
— / (n—m)tdt+/ (1 —mt)dt
0

1/n
_ n—m + 1 1 m/(1 1
e m n 2 \m? n?
< 1 n 1
2n  m’
Tehat || fr, — fmll1 — 0, ha n,m — oo, azaz (f,) Cauchy-sorozat az || - ||; normaban. Definidljuk
az
0, _1<t<0,
f(t):{L 0<t<1

fiiggvényt. Nyilvan f,(t) — f(¢) minden ¢ € [—1, 1]-re. Mdsrészt

1 1/n 1
/_1\fn(t)—f(t)|dt=/0 (1= nt)dt = 5 —0,

n

ha n — oo. Viszont f ¢ C(|—1,1],R), azaz (f,) nem konvergens az || - ||[; normaban az adott
téren.

Megjegyezziik, hogy ha a (C([—1,1],R),| - ||1) normélt tér helyett a (C([0,1],R),| - []1)
normalt teret vesszik, és az (f,) fuggvenysorozat tagjait megszoritjuk a [0, 1] intervallumra,
akkor ellenérizhetjiik, hogy a kapott (f,) sorozat konvergens lesz a (C([0,1],R), || - |1) normalt
térben, és a hatarértéke az azonosan 1 fliggvény lesz.

Ugyanezen a példan indokolhaté az is, hogy a (C([—1,1],R),|| - [[2) normélt tér sem teljes,
azaz nem Banach-tér. O

5.54. Definicié. Az X normalt teret teljesnek nevezziik, ha az X minden Cauchy-sorozatanak
létezik hatarértéke X-ben. (Tehdt az X tér pontosan akkor teljes, ha érvényes benne a Cauchy-
féle konvergenciatétel.) Egy teljes normélt teret Banach-térnek neveziink.

5.55. Példa. Az 5.52. Tétel szerint az R™ ill. C"™ halmazon barmely norméat tekintve a kapott
normalt tér teljes, azaz Banach-tér. O

5.56. Példa. Az 5.53. Példa alapjan lathato6, hogy a (C([a,b],R), | - ||1) normalt tér nem teljes
tér, azaz nem Banach-tér. O

5.57. Tétel. Az (C([a,b],R),| - ||co) normdlt tér Banach-tér.

Bizonyitas: Legyen (f,) egy Cauchy-sorozat a (C([a,b],R),| - ||co) normalt térben. Ekkor
minden & > 0-hoz létezik olyan N, hogy minden x € [a, b]-re

|fr(@) = fn(2)] < || fr = frmlloo <& han,m>N, (5.3)
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azaz (fn(z)) egy Cauchy-sorozat. De ekkor (f,(z)) konvergens. Legyen f(x) = lim, .o fn(),
x € [a,b]. Ezért ha m — oo, akkor az (5.3) egyenl6tlenségbdl kovetkezik, hogy

|fn($)—f<ﬂf)‘§£', han>N7

azaz (f,) egyenletesen konvergal f-hez, és igy f, — f a || - ||o normaban. O

Megmutathaté az aldbbi alapveté eredmény:

5.58. Tétel (Riesz—Fischer-tétel). Az (L?([a,b],R),|| - ||,) normdlt tér Banach-tér minden
p > 1-re.

Megjegyezziik, hogy a Riesz—Fischer-tétel és az 5.56. Példa mutatja a Lebesgue-integral
jelent6ségét: Riemann-integrélt és példdul a || - |[2-es norméat haszndlva a folytonos fliggvények
halmazan nem kapunk terjes normalt teret, pedig ahogy azt majd késbb latni fogjuk, ez a norma
alapvet6 fontossagu a fiiggvényterekben.

5.59. Tétel. Az ({y,] -||p) normdlt tér Banach-tér minden p > 1-re.

(n)

Bizonyitds: Legyen az z(" = (ml B n)

Z( ,) €y (n=1,2,...) sorozat Cauchy-sorozat,
azaz barmely € > 0-hoz van olyan N = N(¢), hogy

wa _ x(m)HP — i ‘ngm _ w(”“(” <e’,  n,m>N. (5.4)
Miésrészt tetszOleges rogzitett j indexre:
00
‘xg.")—x;m)‘pgz:‘xgn) —xgm)‘p<sp, n,m > N,
i=1
(n)

J
rogzitett j indexre létezik x; € R, hogy z; = lim,,_ azgn). Mivel (5.4) alapjan

S [l - <3
=1

j=1

és 1gy az (2 )p=12.. valés szdmsorozat is Cauchy-sorozat, tehdt konvergens is. Igy minden

< &P, n,m >N

P
minden k > 1 egészre, ezért az m — oo hatdaratmenettel kapjuk, hogy

m—o00 4 -

k k
P P
Z‘mgn)—xj‘ = lim Z‘xgn)—a:g-m)‘ <eP, n>N,
J=1
minden rogzitett k¥ > 1 -re. De ekkor

o0
P P
Hx(”) —mH :Z‘xg-n)—a:j‘ <P, n > N. (5.5)
At
Mivel € > 0 tetsz6leges volt, ezért lim Hx(”) — me = 0, ami azt jelenti, hogy (™ az £, normaban
n—oo

konvergal z-hez.

Meg kell még mutatnunk, hogy = € ¢,. (5.5) alapjdn elegend6 nagy n-re A Ly,
mésrészt () € by, ezért x = (™ — (a:(") — :17) € {p, ugyanis £, linedris tér. O
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Egy végtelen dimenzids (X, | - ||) Banach-tér (z,,) sorozatat Schauder-bdzisnak nevezziik, ha
az {x,: n € N} halmaz linedrisan fliggetlen, és tetsz6leges x € X-hez létezik olyan () skaldris

sorozat, hogy
o0
T = E QT
n=1

5.60. Példa. Az ¢, Banach-térben kénnyen beldthaté, hogy az

r1 = (1,0,0,0,...)
T2 = (0,1,0,0,...)
x3 = (0,0,1,0,...)
sorozat Schauder-bazist alkot. O

5.6. Folytonos linearis operatorok

Legyen X és Y normadlt (linedris) terek. A normat az egyszeriiség kedvéért mindkét térben || - ||
jeloli, de ezek természetesen altalaban kiilonb6z6 normék, hiszen a terek kiilonb6zok lehetnek.

5.61. Definici6. A T : X — Y operdtort az x¢o € X pontban folytonosnak nevezzik, ha
barmely x,, € X pontsorozatra, amely konvergdl z¢ € X-hez, T'(z),) — T'(z¢), ha n — oo, azaz
| T2y, — Txo|| — 0, n — o0, ha ||z, — z9]| — 0, n — oo.

Azt mondjuk, hogy a T operator folytonos, ha az X tér minden pontjaban folytonos.

A valés fiiggvényekre ismert Heine-féle atviteli elv itt is megmutathaté:

5.62. Tétel. Legyenek X,Y normadlt terek. AT: X — Y operdtor pontosan akkor folytonos az
xo € X pontban, ha minden € > 0-hoz taldlhatd olyan 6 = 6(¢) > 0, hogy ||T(z) —T(xo)| < ¢,
valahdnyszor ||x — x| < 9.

Linearis operator folytonossiga ekvivalens azzal, hogy a linedris operator folytonos a 0-ban:

5.63. Tétel. Legyenek X,Y normdlt terek, T : X — Y linedris operdtor. Ekkor T akkor és
csak akkor folytonos X-en, ha T folytonos 0 € X -ben.

Bizonyitds: Minden linedris operdtorra 70 = T'(0 + 0) = T0 4+ 70, azaz T0 = 0. Legyen
Zn — g, ha n — oco. Ekkor Tx,, — Txog = T(x, — xg) — 0 akkor és csak akkor, ha T folytonos
a O-ban. O

5.64. Definicié. A T: X — Y linearis operatort korldtosnak nevezzik, ha van olyan M > 0,
hogy [|[Tz|| < M ||z|| minden = € X-re.

5.65. Tétel. Legyenek X,Y normdlt terek. Egy T : X — Y linedris operdtor pontosan akkor
korldtos, ha folytonos.
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Bizonyitas: Legyen T korlatos, azaz ||Tz|| < M ||z||, ahol M > 0 adott 4llandé, z € X. Ekkor
barmely € > 0-hoz, van olyan § > 0, hogy

|Tz|| <e, ha |z <d =ze€lX.

Legyen ugyanis 6 = /M. Ekkor
€
Tz| <M < h < — =0
1Tzl < Mzl <e, ha |lzfl < 57

Tehat T folytonos 0-ban, és igy az 5.63. Tétel szerint f folytonos X-en is.
Legyen T folytonos. Ekkor T folytonos 0-ban is. Legyen § > 0 olyan, hogy ||Tz| < 1, ha

|lz|| <. Ekkor tetszbleges z € X-re Héﬁ“ =0, és igy

)
‘T—x <1
]
De ekkor 5 i
7| = o el <1,
el el
és {gy || Tz < % ||lz|| minden z € X-re, azaz T korldtos. a

5.66. Definicié. Legyen T: X — Y korlatos linedris operdtor. A

def Tx
17 2 sup 1721
x£0 Hl’”

szamot a T operator normdjdinak nevezzik.

5.67. Allitas. Legyen T': X — 'Y korldtos linedris operdtor. Ekkor
IT|| = sup{||Tz|: ||z]| =1, z € X} =inf{M: | Tz| < M|z| minden z € X-re}.

Bizonyitas: Eloszor megmutatjuk az elsé azonossagot. Legyen a T': X — Y linearis operator
korltos. Ekkor van olyan M > 0 szam, hogy ||Tz|| < M |z|| minden z € X-re. Igy specidlisan
Tz < M, ha x € X és ||z = 1. Tehat My = sup{||Tz| : ||z| = 1} véges valds szam.
Megmutatjuk, hogy My = ||T'||. Az vilagos, hogy ||T|| < Mi, hiszen T linearitdsat és a norma
tulajdonsagait hasznalva

| 1

Tegyiik fel, hogy M; > ||T||. Ekkor van olyan ¢ > 0, hogy My — e > ||T||. Masrészt, mivel
My = sup{||Tz|: ||z| = 1} > M1 — ¢, igy van olyan xg € X elem, hogy ||zo|| = 1 és ||Tzo|| >
My —e > ||T||. Tehét || Txzo|| > || T|| ||xo]| ami ellentmond ||T|| definicidjanak, azaz kapjuk, hogy
7| = Ay

A ||T|| = inf{M : | Tz|| < M|z| minden z € X-re} Osszefliggés rogton kovetkezik a || 77|
definiciéjabdl és a legkisebb fels6 korlat fogalmabdl. O

X

Tl HT : K2
ol

]

I < My, ugyanis Hx—” €X és ‘
x

[E.

Megmutatjuk, hogy a linearis operator normaéja teljesiti a norma ,,szokasos” tulajdonsagait.

5.68. Allitds. Legyen T',S: X — Y linedris operdtorok. Ekkor
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1. |IT|| >0, és ||T|| = 0 akkor és csak akkor, ha T = 0.
2 AT = AT, A€R (vagy A€ C).
3T+ S| <IN+ 1151

Bizonyitas: 1. Nyilvan ||T|| > 0, és ||0|] = 0. Tegyiik fel most, hogy ||T|| = 0. Ez |7
definicidjabdl kovetkezen csak akkor lehet, ha ||[Tx|| = 0 minden & € X-re. De ekkor a norma
tulajdonsagai miatt Tz = 0 kovetkezik minden z-re, igy T az azonosan 0 leképezés.

2. A definiciékbdl kévetkezik

[ATz| AT | [T
[AT|| = sup = sup — —— = |A|sup = AT
220 |zl w20 ||z 220 ||z
3. A vektornorma és a supremum tulajdonsigait alkalmazva
T+S T S T S
IT + S| = Supu < SHPM < su 1Tz +su NSzl 17|+ ||S]].
z#0 [&d| 270 [&d| 220 (7]l z£0 |17

5.69. Kovetkezmény. Az X — Y korldtos linedris operdtorai halmaza linedris tér.

Legyen L(X,Y) az X — Y korlatos linedris operatorok halmaza. Az el6bbiek szerint tehat
L(X,Y) egy linedaris tér. Megmutathaté a kovetkezd allitas.

5.70. Tétel. Legyen X normdlt tér, Y pedig Banach-tér. Ekkor az L(X,Y) korldtos linedris
operdtorok tere Banach-tér a || - || operdtor normdval.

Koénnyen megmutathatd a kovetkezo allitds is:

5.71. Tétel. Legyenek X,Y,Z normdlt terek, T : X — Y és S: Y — Z korldtos linedris
operdtorok. Ekkor ST: X — Z, (ST)x = S(Tx) szintén korlatos linedris operdtor, és

ST < 1SN - 1T
Bizonyitas:
15(Tz)| ST T =] [ T]]
I1ST|| = sup < sup =[Sl sup = (STl
w40 | w20 |7 w40 |z

O

Az 5.21. Példa szerint egy A n X m-es matrixhoz hozzarendelheté egy linearis operdtor.
Forditva is igaz, linedris algebrabdl ismert eredmény, hogy a véges dimenzids terek kozotti linearis
operatorok azonosithaték a matrixokkal. Egy A mdiriz normdjdn az r — Az linearis leképezés
norm4jat értjik. Matrixok normdjat konnyt kiszamitani az || - ||1 és || - ||cc norméaban.

5.72. Tétel. Legyen A = (a;;) egy m x n-es valds vagy komplex mdtriz. Ekkor

m

n
14, = lrgjagn; jaig] &5 [|All = 12?2121 g
i= Jj=
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T

Bizonyitas: Legyen x = (z1,...,x,)" (oszlopvektor). Ekkor a hiromszog-egyenlStlenséget

alkalmazva

[Az], = zm: Z%% <ZZI%II%I —Z (fjmm) ;]

i=1 i=1 j=1 7=1 \=1

n m
< ; =
< {max 3l s = { s Sl e,
7j=1 - T =1
igy
HA$H1
||33‘|| 1<]<nZ|(IU|
Masrészt legyen max > Z lai;| = Z laix|, és legyen x = e a k-adik egységvektor, azaz az a
<5< =1
vektor, amelynek mlnden komponense 0, kivéve a k-adikat, amely 1. Ekkor Ax = Aep =
(a1, ame)?, ||z]1 = 1, és ezért ||Az||; = {1I?a<x Z laij| ¢ ||z|l1. Ezzel belattuk az elsé
allitast.
A masodik norma azonossig az el6z6hoz hasonlé mdédon bizonyithatd. O

Az euklideszi-norméban sokkal nehezebb kiszdamolni a matrixok norméjat. Bizonyitas nélkil
tekintsiik a kovetkezo allitéast:

5.73. Tétel. Legyen A = (a;j) egy m X n-es valds vagy komplex mdtriz, A* az A mdtriz ad-
Jungdltja (azaz konjugdlt transzpondltja). Ekkor az A*A mdtriz sajdtértékei nemnegativ valds
szamok: A\ > --- > X\, > 0, tovdbbd

[A]ly = VA1

5.74. Példa. Tekintsiik az 5.23. példdban mar vizsgalt

T: (C([a,b],R), [ - lloo) = (C([a, 0] ,R), [| - lloo), (Tf)(t)Z/ flx)dz, a<t<b

linearis operatort. Erre

a<t<b

b
ITfloo = max [(T'f) (2)] S/ [f(@)de < (b—a)[[fl
a
ezért || T, < b— a, igy az operdtor korlatos. Mésrészt az f(x) = 1 konstans fiiggvényre a fenti

egyenlGtlenségekben egyenléséget kapunk, ezért |7, = b — a. O

5.75. Példa. Rogzitsiink egy g: [a,b] — R folytonos fiiggvényt, és tekintsik az

b
S: (ClatL ), [) =R 57 = [ f@)g(o)do
linearis funkciondlt. Ekkor

|Sfl= x)dr

b b
< / @)@ dz < 1 £llso / l9() da,
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ezért

S sup / )| dz,
il = g7 < o)

azaz S egy korlatos linedris funkcional. Ha g(x) > 0 az [a, b] intervallumon, akkor az f(x) =1
fiiggvényre Sf = fab g(x)dx, és ezért ||S|| = f: g(x)dx

A linedris operator norméja természetesen fiigg az adott normalt terekben valasztott nor-
matol, sét lehet, hogy egy leképezés korlatos az egyik normat hasznilva, de nem korlatos egy
masik normat tekintve. Erre mutatunk most példat.

5.76. Példa. Tekintsiik a folytonos valés fliggvények C([a,b],R) terén értelmezett Tf = f(b)
linedris funkcionalt. Nyilvan T linedris. Tekintsiik ezt a linedris funkcionalt, mint a

T: (C(la, b, R), [ - o) = R, Tf = f(b)
Banach-téren értelmezett leképezést. Ekkor

Tf| £ (0)]

T = sup = sup <1
0 [flle yzo max{|f(z)]: = € [a,b]} ~
azaz T korlatos linedris funkciondl ezen a Banach-téren. Megmutathatd, hogy ||T|| = 1.
Ha viszont az || - ||; integral norméat hasznaljuk az értelmezési tartomanyon, akkor T-t mint

a
T: (C(la, b, R), [ - 1) = R, Tf=f(b)
leképezést tekintjiik. Ekkor legyen

0, -~
f"(w):{ n(:z:—b—l—%), a:>b—%.

Erre a fiiggvényre f,(b) =1 6s | full1 = o, azaz

T

| fTL| — 2”,

[fnlly
ami tetszélegesen nagy, ha n elegendden nagy. Ezért T ezen a téren nem egy korlatos linearis
funkcional. O

5.77. Példa. Tekintsiik a differencidlés operatort: Df(t) = f'(t). Természetesen ez az operétor
nem értelmezhets a C([a,b],R) tér egészén, csak a differencidlhaté fiiggvényeken. Legyen a D
operator értelmezési tartoméanya C'!([a, b], R), a folytonosan differencialhaté fiiggvények linedris
altere C'([a, b],R)-ben. Ha ezen az értelmezési tartomanyon a folytonos fiiggvényekre szokdsosan
alkalmazott || - ||oo normat hasznaljuk, akkor a differencidlds operdtort, mint

D: (C'([a, b, R), || - [loo) — (C([a, B, R), || - ]|o0)

normalt terek kozotti leképezést tekintjiik. Ekkor D nem lesz korlatos, azaz folytonos linedris

operator, hiszen nem folytonos a 0-ban. Ehhez elegendé az f,(t) = b 2 gin Z)”fl, a <t<
b, n=12,... fiiggvénysorozatot tekinteni. Erre | f,|., = =2 — 0, ha n — +oo. Maésrészt

(Dfyn) (t) = cos %, igy |Dfullo =1, azaz D f, # 0, ha n — co. Mivel D nem folytonos, ezért
nem is korlatos. O
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5.78. Példa. Tekintsiik ujra az el6bbi példdban vizsgalt differencidlas operdtort. Most a
C1([a, b], R) halmazon vezessiink be egy 1ij normét. Legyen

Ifler =1 lloo + 117 -

Kénnyen ellendrizhets, hogy ez norma C*([a,b], R)-n. Tekintsiik most a
D: (CM(la, B, R), || ller) = (C([a, b, R), || - flo0)
Ekkor nyilvan
/
Dl _ e
[fller M lloo + 11 Mloo

azaz ezek kozott a normalt terek kozott a differencidlds linearis operator korlatos, azaz folytonos
is. O

Az 5.75. Példaban lattuk, hogy integral segitségével felirhatunk korlatos linearis funkcioné-
lokat. A kovetkezo tétel szerint a folytonos fliggvények halmazan definidlt tetszoleges korldtos
linearis funkcional megadhaté Riemann—Stieltjes-integrél segitségével is.

5.79. Tétel (Riesz reprezenticios tétel). Egy tetszbleges T: (C([a,b],R),|| - [loc) — R kor-
ldtos linedris funkciondlhoz létezik eqy G: [a,b] — R korldtos vdltozdsu fiiggvény, hogy

b
Tf = / f@)dG(z),  f€C((ab.R),

tovdbbd | T| = V. G.

5.7. Metrika, metrikus terek
5.80. Definicié. Legyen X egy adott halmaz. Az X halmazon értelmezett d: X x X — R
fuggvényt tdvolsignak vagy metrikdnak nevezzik, ha barmely x,y, z € X-re:

1. d(z,y) >0 és d(x,y) =0 akkor és csak akkor, ha z =y,

2. d(z,y) = d(y,z),

3. d(z,y) <d(z,z)+d(z,y) (hdromszog-egyenlStlenség).

Az X halmazt metrikus térnek nevezziik, ha értelmezve van rajta egy tdvolsag. A metrikus

tér jelolése: (X,d).

Erdemes hangsilyozni, hogy metrikus terek alaphalmaza nem linearis tér, lehet tetszoleges
halmaz is.

5.81. Allitas. Legyen (X,| - ||) egy normdlt tér. Ekkor a d(z,y) = ||z — y|| figgvény tdvolsdg
X-en, azaz minden normdlt tér egyuttal metrikus tér is.

Bizonyitas: A tavolsag 1. és 2. tulajdonsaga rogton kovetkezik a norma 1. és 2. tulajdonsdgabdl
ill. a tavolsag definicidjabol. A 3. pedig a normékra vonatkozé haromszog-egyenlotlenségbdl
adodik:

d(z,y) = llz —yll = llz — 2+ 2 —yll < llz = 2l + Iz — yll = d(, 2) + d(2,9).
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5.82. Allitas. Tegyiik fel, hogy az X wvalds (komplex) linedris téren adott egy d metrika. Ha a
d metrika egy normabdl szdrmaztatott, akkor

d(Az, Ay) = |Ald(z, y)
teljesil minden A € R (ill. A € C) skaldris szdmra és minden x,y € X -re.

Bizonyitas: Tegyiik fel, hogy a metrikat a || - || normabdl szérmaztathatjuk. Ekkor
d(Az, Ay) = [[Az = dyll = [Alllz — y|| = [Ald(z,y).

O

Az 5.81. Allitasbél és a normakra vonatkozé konvergencia definiciébdl konnyen lathaté, hogy
a konvergencia fogalma természetes médon kiterjesztheté metrikus terekre:

5.83. Definicié. Legyen (X, d) egy metrikus tér, (x,) egy X-beli sorozat. Azt mondjuk, hogy az
(zn,) sorozat az (X, d) metrikus térben konvergens, ha van olyan € X, hogy barmely £ > 0-hoz
létezik olyan N kiiszObszam, hogy d(z,,x) < e, ha n > N; azaz d(zy,,z) — 0, ha n — oo.

Az (x,,) sorozat az (X, d) metrikus térben Cauchy-sorozat, ha barmely € > 0-hoz van olyan
N, hogy d(zy,zm) <&, han,m > N.

Az (X, d) metrikus tér teljes, ha barmely Cauchy-sorozata konvergens.

5.84. Példa. Legyen X tetszOleges halmaz. Tetszlleges =,y € X-re definidljuk a d fiiggvényt
a kovetkez6 modon:

d: X x X - R, d(:c,y):{(l): pa ﬁig
Ez koénnyen ellendrizhetéen teljesiti a metrika 3 tulajdonsédgat. Ezt a metrikat trividlis metrikd-
nak nevezzik.

Egy (z,,) sorozat akkor és csak akkor konvergél z-hez a trividlis metrikdban, ha létezik olyan
N kiiszObszam, hogy x,, = x minden n > N-re, hiszen egyébként d(z,,z) = 1 lenne tetszéleges
nagy n-re. O

5.85. Példa. Legyen X a 0 és 1 elemekbdl allé (bindris) sorozatoknak a halmaza, amelyekben
tetszoleges sok, de legfeljebb véges sok 1-es lehet. Ekkor legyen d(x,y) az x és y sorozatokban
az azonos indext, eltéré szamjegyek szama. Példaul

= (0,0,1,0,1,1,1,0,0,0,0,0,0,...)
= (1,1,1,0,1,0,1,0,0,1,0,0,0,...)

esetén d(x,y) = 4. Vilagos, hogy d metrika. O

5.86. Példa. Legyen R a végtelen valds értékii sorozatok halmaza.
Tetsz6leges © = (x1,...,Zpn,...) sy = (Y1,...,Yn,...) sorozatokra X-bol legyen

o0

1 \mi - yi|
d = SR A —
(@9) ;2Z1+|xi_yi|
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o

= Z%—lz?—lzl, és d(r,y) = 0 <= = = y. Nyilvan
=0

d(z,y) =d(y,z) is teljesiil. A haromszog—egyenlotlenseg ellendrzéséhez meg kell mutatni, hogy

Vildgos, hogy 0 < d(z,y) < zi

”M8

d(z y>:iiw<iim+iiﬂzd@ ) +d(z,y)
’ 24—yl TS 21 | —a] 21 [z — ’ ’

Ez abbdl kévetkezik, hogy az 7 fliggvény monoton névekvé u > 0-ra, és |z; — yi| < [z; — 2| +
|zi — yi|, és ezért

lz; — il |zi — 21| + |2 — yil
Lo —wyil = 14|z — 2] + [z — vl
_ lz; — 2i |zi — yil
= +
Lt o — 2| + |z —wil - 1+ |2 — 2| + |2 — il
\mi - Zi| \Zi - yi|

L+ — 2zl 14|z —yl

Megmutattuk tehat, hogy (X,d) metrikus tér. Masrészt barmely = # y sorozatra és A € R
szdmra |A| # 1 esetén

[e.e]

1 |)‘| |x2 1 |$z yz
d(\z, A Nd
(Az, A\y) = E Zz1+|A||xzy2#|!§ SR |\|(%w,

fgy az 5.81. Allitds szerint d nem szdrmaztathaté normabdl, azaz nem definidlhaté a téren olyan
norma, hogy d(x,y) = ||z — y|| lenne.
Ha az © = (z1,29,...,Zp,...) sorozatban az z, elemek csak binarisak (x,, értéke 0 vagy 1)
lehetnek, akkor
lzi—y| [ 0, ha z; =y
1+ |2 — i %, ha x; # y;

igy d (z,y)-bdl pontosan megmondhaté az eltérés oka és az is, hogy az = és y melyik komponen-

seiben tér el egymadstdl, tovabba

0<me<%

Ezért ez a metrika elonyos példaul atviteli hiba javitasandl. O

Egy (X,d) metrikus tér A részhalmazanak lezdrtjin azt az [A] halmazt értjik, amely az
A-Dbeli konvergens sorozatok hatéarértékeit tartalmazza. Ezzel ekvivalens az a megfogalmazads,
hogy = € [A], ha barmely € > 0-hoz létezik olyan a € A, hogy d(x,a) < e. Nyilvdn A C [A], és
ellenérizhetd, hogy [A] zart halmaz.

Megmutathatd, hogy barmely nem teljes metrikus tér bedgyazhaté (lényegében egyértelmii
médon) egy teljes metrikus térbe:

5.87. Tétel. Legyen (X,d) egy nem teljes metrikus tér. Ekkor létezik egy olyan (X*,d*) met-
rikus tér és eqy T: X — X* operdtor, amelyre

1. (X*,d*) teljes metrikus tér,
2. T izometria, azaz d(z,y) = d*(Tx,Ty) minden x,y € X -re,
3. [T(X)] =X*, ahol T(X) ={T(x): x € X}.
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Az X* kiterjesztése X -nek izometridtdl eltekintve egyértelmid, azaz ha is (X', d') teljesiti a fenti
tulajdonsdgokat, akkor (X',d') és (X*,d*) izometrikus, azaz létezik S : (X*,d*) — (X', d’)
raképezés, amely izometria is.

A fenti tétel altal meghatérozott (X*,d*) kiterjesztést az (X, d) (nem teljes) metrikus tér
teljes burkdnak hivjuk.

5.88. Példa. A (Q,]|-|) raciondlis szdmok normélt tere nem teljes, hiszen irraciondlis szdmhoz
konvergdlé racionéalis sorozatoknak nincs hatdrértéke a raciondlis szamok terében. A tér teljes
burka az (R, |- |) tér. Masként fogalmazva, Q lezartja R. O

5.89. Példa. Az 5.53. Példaban lattuk, hogy a (C([a,b],R),|| - |1) normélt tér nem teljes.
Megmutathaté, hogy a lezértja az (L'([a,b],R), | -||1) Banach-tér. O

5.8. Pre-Hilbert-terek

5.90. Definicié. Legyen X egy komplex linedris tér. Az X x X — C leképezést, amelyet
(-, )-vel jeloliink, (komplex) skaldris szorzatnak (vagy belsé szorzatnak) nevezziik, ha

1. bérmely = € X-re, (x,z) > 0, és (x,x) = 0 akkor és csak akkor teljesiil, ha = = 0;

2. barmely z,y € X-re (x,y) = (y,z) (ahol (y,z) az (y, z) komplex szam konjugdltjat jeloli);

3. bérmely «, 3 (komplex) skaldris szdmokra és x,y,z € X esetén (ax + By, z) = alx,z) +

By, z).

Egy X valés linedris téren értelmezett valds skaldris szorzaton egy olyan X x X — R leképezést
értlink, amely a fenti tulajdonsdgokkal rendelkezik.

Az X komplex (valds) linedris teret pre-Hilbert-térnek vagy euklideszi-térnek nevezziik, ha
az X-en értelmezve van egy komplex (valds) skaldris szorzat.

5.91. Megjegyzés.

1. Egy X valés linedris téren értelmezett (valds) skaldris szorzatra a fenti definiciéban szerepld
2. tulajdonsag egyszertien csak azt koveteli meg, hogy (z,y) = (y,x) legyen minden z,y €
X-re, azaz a valds skaldris szorzat szimmetrikus.

2. Ha X valds linearis tér, akkor az el6z0 megjegyzés és a skaldris szorzat 3. tulajdonsaga
alapjan a skalaris szorzat linearis a 2. komponensében is, azaz

(.01 +By) = alz,2) + Blzy),  wyzeX, afeR.

3. Ha X komplex linedris tér, akkor a (komplex) skaldris szorzat additiv a masodik kompo-
nensében, hiszen

(@, y+2)={y+z2z)=(y,2)+(22) = (y,2) + (z,2) = (z,y) + (z,2).
4. Ha X komplex linearis tér, akkor

<$7)‘y> = <>\y7$> = A(y,x) =X (y,x} = X<:‘U7:l:/>

minden z,y € X-re és A € C-re.
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5. Minden z € X-re (z,0) = 0, hiszen a 2. tulajdonsag szerint (x,0) = (z,0 4 0) = (x,0) +
(x,0).

A skalaris szorzas néhdny tulajdonsdga:

5.92. Tétel (Cauchy—Bunyakovszkij—Schwartz). Ha X pre-Hilbert-tér, akkor

|<$,y>|2§<x,x><y,y>, z,y € X.

Bizonyitas: Ha y = 0, akkor (x,y) = 0, és ezért a kivdnt egyenlStlenség teljesiil.
Legyen y # 0. Tetsz6leges A € C (A € R)-re

0 r— Ay, T — \y)

+ (=AY, z) + (z, =Ay) + (= Ay, = Ay)
Ay, @) + (=Ay, @) — Ay, —\y)

My, z) = My, z) — M=y, y)

2R

e (M y,2) + I\ (g, 9)-

T, T

T, T

{

(z, )
(z,2) -
(z,2) -
(z,2) -

T, T

2
gzgg azaz \ = gz; Ekkor 0 < (z,z) — %, amibél a kivant egyenlStlenség

kovetkezik. O

Legyen \ =

5.93. Tétel. Egy tetszdleges X pre-Hilbert-téren az

def
- X =R, |z = (=2

)

> 1/2
leképezés norma.

Bizonyitas: [|z|| > 0 teljesiil. Ha ||z|| = (z,2)'/? = 0, akkor # = 0 a skaldris szorzat tulaj-
donsdga miatt. Legyen A € C (ill. A € R). Ekkor

A2 = (Az, Az = A (2, Az} = ADw, 2) = AN (2] = A- X (2,2) = P (o) = AP 2,
azaz || Ax| = |A| - ||z|| teljestl. Végiil tekintsiik
lz +yl* = (@ +y, 2 +y) = (g,2) + (x,9) + (y,2) + (y,9) = (z,2) + 2Re(z,y) + (4, ).

Mivel Re(z,y) < [(z,y)|, ezért a Cauchy-Bunyakovszkij—-Schwartz-egyenlStlenség szerint bar-
mely x,y € X-re

Iz +yl1* < (z,2) + 2/ (2, 2)(y, y) + (w,y) = (=] + [lyl])?,

és igy a haromszog-egyenl6tlenség is teljestil. Tehat minden pre-Hilbert-tér normalt tér is. O

A fenti norma jel6lését hasznalva a Cauchy—Bunyakovszkij—Schwartz-egyenlotlenség a kovet-
kez6 alakban irhato:

5.94. Kovetkezmény. FEgqy tetszoleges X pre-Hilbert-térben

[zl < llzlllyl,  =yeX.
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5.95. Példa. Tekintsiik a vals n-dimenzids vektorok R"™ linedris terét, legyen x = (z1,...,xy,),
y=(y1,...,yn) € R". Linedris algebrabdl és analizisbdl is ismert, hogy az

(,y) = Z!Ezyz (5.6)
i=1

képlet skalaris szorzatot definial R™-n. A skaldris szorzat altal definidlt norma az euklideszi-

norma: [|zllz = /> " 22 O

5.96. Példa. Tekintsiik a C" linedris teret, a komplex szam-n-esek halmazat. Legyen x =
(1,--y2n), ¥y = (Y1,...,yn) € C". Konnyen lathatd, hogy az (5.6) képlet nem komplex skalris

szorzat, mivel példdul altaldban Y"1 | #? nem valés szam. Az (5.6) képletet médositjuk, legyen

n
=1

Ellenérizhetd, hogy ez mar teljesiti a komplex skaldris szorzatot definialdé mindharom tulaj-

n
donségot. Az éltala generdlt norma: ||z||, =,/ |2 . 0
i=1

5.97. Példa. Tekintsiik a C([a,b],R) az [a,b] intervallumon folytonos valés értéki fiiggvények
halmazét. Tetszbleges f és g fiiggvényekre C([a, b], R)-bol, legyen

b
() = [ Falgla)da. (57)
a
Megmutatjuk, hogy a fenti kifejezés skaldris szorzat C([a,b],R)-n. Vildgos, hogy (f,f) =
fab f?(x)dx >0, és ha (f, f) = 0, akkor f = 0, hiszen ha egy nemnegativ folytonos fiiggvény egy
pontban pozitiv, akkor az integralja is pozitiv.

Az (f,g) = (g, f) Osszefliggés a definiciébdl nyilvéan kovetkezik.
Végiil az

b
(af + By, h) =/ (af(z) + Bg(x)) h(x) dr = a(f,h)+8 (g, h), B €R, f,g,heC([a,b],R)

Osszefliggés az integral linearitdsabdl kovetkezik. O

5.98. Példa. Tekintsiikk a C([a,b],C) linedris teret, az [a,b] intervallumon folytonos komplex
értékii fliggvények halmazat. A C™ tér skaldris szorzatdhoz hasonléan kapjuk, hogy az (5.7)
képletet médositva, az

b -
<ﬁm=/fummMa f.9€ C([a,8],C) (5.8)

skalaris szorzatot definidl. A skaldris szorzat altal definidlt norma

b 1/2
nﬁ2zwjf”=(/|ﬂ@F¢Q . feC(a,b,0).
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5.99. Példa. Az el6z6 példédhoz hasonlé médon tekintsiik az Lo ([a, b], C) linedris teret, az [a, b]
intervallumon értelmezett olyan komplex értékii és Lebesgue-mérheté f fiiggvények halmazat,
amelyekre ff |f|?dm < co. Legyen f,g € La([a,b],C). Ekkor g és f - g is Lebesgue-mérhetd,
tovabba

(1f (@) + lg(2)?) .

l\DlH

|f(@)g(2)] <

b 1 b b
[iratam < g ([C1pdms [ g2 m) <.

azaz f - g € La([a,b],C).
Az Ls([a,b],C) téren is az (5.8) képlethez hasonléan

Ezért

b
g>=/ f-gdm,  fige Ly([a,b],C)

nyilvan skaldris szorzat, és az éltala definidlt norma || f||, = (f, f) 1/ 2 ( f 1f|* d ) a

5.100. Példa. Tekintsiik a komplex ¢ linedris teret, azaz azon komplex elemi (ai,...,ay,...)

[o¢]
sorozatoknak a halmazat, amelyekre > |a;|? < co. Legyen a = (a;), b = (b;) € £5. Ekkor legyen
i=1

i=1

[ee] [e.e]
Mivel |a;b;| < & |a2| + 3 |b; 2, ezért Z lasbi| < 5 > la;|* + > |bs]* < oo, tehét az
i=1 i=1

(a,b) — (a,b)
hozzarendelés o x fo-t a C-be képezi le. Konnyen ellendrizhetd, hogy ez a képlet egy skalaris

o0
szorzatot definidl fo-n, az altala generalt norma pedig [lally = | |ail*. O

5.101. Tétel. A skaldris szorzat folytonos, azaz
<$nayn> - <337y> ) ha x, — x, Yo — ¥.
Bizonyitas: Legyen x,, — x, y, — vy, azaz ||z, — z|| — 0 és ||y, — y|| — 0, ha n — co. Ekkor

‘<xnyyn> - <‘7:7y>‘ = \(mn,yn> - <w,yn> + <w,yn> - <$,y>‘
= |<l’n_$ayn>+<x’yn_y>|

< lzw =2l -yl + 2l lyn =yl
— 0, n — 4o00.



5. Absztrakt terek elmélete 143

5.102. Tétel (Paralelogramma-egyenl6ség). Ha X pre-Hilbert-tér, akkor a skaldris szor-
zattal definidlt normdra

lz +ylI? + = —yI* = 2||=1* + 2|y,  =yeX
Bizonyitas:

2 2
[z +yll” + [l =y

@wy%%@j@w%ﬂyw+@w%%%@—@w%ﬂyw
2|jz[|” + 2 |ylI”

O

Az el6z6 &llitas alapjan ellenérizhetd, hogy egy normélt téren definidlhaté-e olyan skaldris
szorzat, amely az adott normat allitja eld.

5.103. Példa. Tekintsiik az L;([0, 1], R) linearis teret az || f||; = fol | f| dm normaval. Legyen

fi 00,1 — R, f(:c)Z{(l)j 15553

és

0, 0<z<1/2,
1 1/2<z<1.
Vilagos, hogy

1, 0<z<1/2

(f+9)(z)=1, 0<zx<1, és (f—g)(x):{ 0, x=1/2
1, 12<z<l

fgy

1

1 1
If+alh=1 Ifli=g  lah=g  =gl= [ f-gdn=1.

Tehat
2 2 2 2
2=|f+gli +If —glli Z20fl7 +2l9l7 =1,

és igy a paralelogramma egyenléség nem teljesiil. Kovetkezésképpen az L1 norma nem szarmaz-
hat skaldris szorzatbdl. O

Az €l6z6 példahoz hasonlé médon megmutathatd, hogy az ¢, és Ly([a,b],R) Banach-terek
p # 2-re nem pre-Hilbert-terek.

5.9. Ortogonalis és maximalis ortonormalt rendszerek pre-Hilbert-terekben

5.104. Definicié. Legyen X pre-Hilbert-tér, x,y € X. Azt mondjuk, hogy = ortogondlis (me-
réleges) y-ra (jelolés x L y) ha (z,y) = 0. Azt mondjuk, hogy egy z vektor meréleges az A C X
halmazra (z L A), ha z L y minden y € A-ra.

5.105. Allitas. Legyen X komplex (valds) pre-Hilbert-tér.

1. Hax 1y, akkor y L x.



144 Gy®éri Istvan, Hartung Ferenc: MA1114f és MAG6116a el6adasjegyzet, 2005/2006

2. Legyen A = {ax + By: a,f € C} (ill. A={ax+PBy: o, €R}). Haz L x és z Ly,
akkor z L A.

Bizonyitas: Az 1. allitds trividlisan teljesiil a skalaris szorzat 2. tulajdonsiagabdl.
A 2. allitas kovetkezik az

<Oé$+ﬁy,2> = a(:E,Z) +ﬁ<yaz> =0

Osszefliggésbol. O

5.106. Tétel (Pitagorasz). Egy pre-Hilbert-térben ha x L y, akkor a skaldris szorzat dltalt
generdlt normdban ) ) )
4+ ylI* = llzlI* + ly]”-

Bizonyitas:
2 2 2
e +yl” = (@ +y,2 +y) = (2,2) + {y,2) + (z,9) + (. u) = =" + [[y]"-
O
5.107. Definicié. Legyen X egy pre-Hilbert-tér és tekintsiik az X egy S részhalmazat. Azt
mondjuk, hogy S ortogondlis rendszer, ha S elemei paronként ortogondlisak, azaz barmely

kiillénb6z6 z,y € S-re * L y. Ha az S elemei ortogonalisak, és ||z|| = 1 minden z € S-re,
akkor azt mondjuk hogy S ortonormdlt rendszer (vagy ortonormélt vektorok halmaza).

5.108. Tétel. Legyen X pre-Hilbert-tér és legyen S eqy ortonormdlt rendszer X -ben, amelynek
a nulla vektor nem eleme. Ekkor S linedrisan filiggetlen halmaz.

Bizonyitas: Legyen x1,...,x; € S tetszbleges véges sok eleme az S halmaznak. Legyen
aq,...,ax € C (ill. R). Ekkor

o121 +agxe + -+ apzp =0
esetén igaz, hogy
(oqxy + agxo + -+ + agxg, ;) = 0, 1=1,...,k.

Tehat
a1 <a:1,xi>+a2 (a:g,a:i>+~‘+ak <xk,xl> =0, i=1,...,k.

Legyen ¢ = 1. Ekkor
ay (z1,z;) =0 wugyanis (zj,z1) =0, j# 1.

Ebbdl kévetkezik, hogy «1 = 0. Hasonléan as = ... = ap = 0.
Tehat (x1,. .., z)) linedrisan fiiggetlen vektorok. Ez pedig azt jelenti, hogy az S vektorhalmaz
barmely véges sok vektora fliggetlen, és igy S is fliggetlen vektorrendszer. O

5.109. Megjegyzés. A linedris algebrabdl ismert Gram—Schmidt-eljarassal barmely n elem-
szamu linearisan fliggetlen vektorhoz kivalaszthat6 olyan n db ortonormalt vektor, hogy a két
vektorrendszer ugyanazt a teret fesziti ki.

5.110. Definicié. Legyen A egy ortonormélt halmaz az X pre-Hilbert-térben. Azt mond-
juk, hogy az A ortonormélt halmaz maximdlis (teljes), ha nincs masik olyan A-t6l kiilénboz6
ortonormalt halmaz, amely tartalmazza A-t.

Megmutathaté a kévetkezd eredmény:
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5.111. Tétel. Legyen X egy pre-Hilbert-tér nem trividlis (azaz X -nek a zérd elemen kivil mds
eleme is van). Ekkor

1. Létezik (valdjaban tobb is) mazximdlis ortonormdlt halmaz X -ben.

2. Bdrmely ortonormdlt halmaz kiterjeszthetd mazimdalis ortonormdlt halmazzd X -ben.
A maximélis halmazrendszer fogalma ekvivalens a kévetkezd tulajdonsaggal:

5.112. Allitas. Legyen A ortonormdlt halmaz az X pre-Hilbert-térben. Az A halmaz akkor és
csak akkor maximdlis, ha bdrmely x € X elemre x L A-bol kévetkezik, hogy x zérd eleme X -nek.

Bizonyitas:
Legyen A maximalis, és tegyiik fel, hogy van olyan x # 0 eleme X-nek, amelyre x L A.

{ }

szintén ortonormalt rendszer, amelynek A valédi részhalmaza. Ez ellentmond annak, hogy A
maximalis ortonormélt halmaz.

Forditva tegyiik fel, hogy A olyan, hogy x 1 A-bdl kévetkezik, hogy x = 0. Ha ekkor A nem
a maximalis lenne, akkor volna olyan B C X halmaz, hogy B maximélis és A valédi részhalmaza
B-nek. Igy van olyan y € B, hogy y ¢ A. Tovabbd y L A, és igy a feltétel szerint y = 0, ami
ellentmondas. O

5.10. Hilbert-terek

Legyen X pre-Hilbert-tér a (-,-) skaldris szorzattal, || - || a skaldris szorzat altal generdlt norma.
A pre-Hilbert-terek kozott kiemelkedd fontossdgiak azok a terek, amelyek teljes normélt
terek is.

5.113. Definicié. Legyen (z,) egy sorozat az X pre-Hilbert-térben. Azt mondjuk, hogy (z,)
Cauchy-sorozat, ha barmely ¢ > 0-hoz van olyan N = N(¢), hogy

Hmn - mmH = \/<xn — T, Tp — mm> <g,

ha n,m > N.

Azt mondjuk, hogy az X pre-Hilbert-tér Hilbert-tér, ha X a rajta értelmezett skalaris szorzat
altal generalt norma szerint teljes, azaz egy sorozat akkor és csak akkor konvergens, ha Cauchy-
sorozat.

A kovetkez6 kozponti jelentdségli tételt bizonyitas nélkiil kozoljiik:

5.114. Tétel. Legyen A egy index halmaz, A = {xa},cp egy ortonormdlt halmaz az X Hilbert-
térben. Ekkor a kovetkezd dlllitdsok ekvivalensek:

1. A maximdlis ortonormdal rendszer X -ben.
2. Bdrmely x € X-re, x 1 A akkor és csak akkor teljesil, ha x = 0.

3. Barmely x € X-re x = Y (x,24) Tq.
acl
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4. Az A halmaz dltal generdlt altér lezdrtja maga az X Hilbert-tér.
5. 0|zl]* = 3 [z, x4)|* bdrmely x € X-re. Ezt az Gsszefiiggést Parseval-azonosségnak ne-
aEN
vezziik.

6. Tetszdleges x,y € X elemekre (x,y) = > (x,%q) (Ta,Y) -
a€cl

Az (z,24) (o € A) skaldris mennyiségeket az = vektor dltaldnositott Fourier-egyiitthatdinak
vagy csak egyszerlien Fourier-egyiitthatoinak nevezziik.

Ha A a fenti tételben megszamlalhatd, akkor az A halmaz a tétel 3. pontja értelmében egyben
Schauder-bazis a térben.

5.115. Példa. Az 5.55. Példa szerint az R™ és C™ pre-Hilbert-terek teljesek, azaz Hilbert-terek.

(Il
Az 5.59. Tételbol rogton kovetkezik:
5.116. Tétel. Az 05 tér teljes, azaz Hilbert-tér.
Most megadunk egy ortonormalt rendszert £o-ben. Legyen
er = (1,0,0,0,...)
es = (0,1,0,0,...)
es = (0,0,1,0,...)
5.117. Allitds. Az S = {e1,ea,...,ep,...} vektorrendszer maximdalis ortonormdlt halmaz £o-
ben.
Bizonyitas: Nyilvan
<eiaei> =1 és <€i,€j> 207 Z#]a
azaz S ortonormalt rendszer.
Legyen z = (x1,...,%n,...) € f2, olyan vektor, amely meréleges S-re. De ekkor 0 = (x,¢;) =
x; minden ¢ = 1,2,...-re, tehat = a zeré vektor. Ezért az 5.114. Tétel szerint S maximalis
ortonormalt halmaz ¢s-ben. O

Az 5.58. Tételt p = 2-re alkalmazva kapjuk:
5.118. Tétel. Az Ly([a,b],C) tér Hilbert-tér.

5.119. Példa. Legyen X egy valés pre-Hilbert-tér, y € X rogzitett, és tekinstiik a
T: X — R, Tz = (z,y)

funkcionélt. Ekkor T' egy korldtos linedris funkciondl, amelyre ||| = ||y||.
T linearitasa kovetkezik a skaldris szorzat definicigjabol. Masrészt a Cauchy—Bunyakovszkij—
Schwarz-egyenlétlenséget alkalmazva

Tl = (=, y)| < llzll - llyll;
amibdl || T|| < ||ly|| kévetkezik. Tovabba |Ty| = (y,y) = ||ly||?, mibdl kapjuk, hogy ||T|| = ||y||. O

A kovetkezd tétel szerint Hilbert-terekben minden korldtos linedris funkciondl skaldris sor-
zattal adhaté meg.
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5.120. Tétel (Riesz reprezentdiciés tétel Hilbert-terekben). Legyen X egy valds Hilbert-
tér, T: X — R egy korldtos linedris funkciondl. Ekkor létezik olyan y € X, hogy

T: X - R, Tr = (x,y),

tovdbba

7| = llyll-

5.11. Egy minimum probléma

Legyen adott egy X komplex pre-Hilbert-tér, a (-,-) slakdris szorzattal, || - || a skalaris szorzat
altal definialt norma.
Legyen Y egy altér X-ben, x ¢ Y. Azt mondjuk, hogy az y € Y vektor az x vektor legjobb
kozelitése Y -ban, ha
lo—yl <llo—zl, zeY.

Maés széval y minimalizélja a mi}I} ||z — z|| kifejezést. Az y vektort az x vektor Y altérre vonatkozd
z€E

vettletének is nevezzuk.

5.121. Tétel. Legyen X egy pre-Hilbert-tér, Y eqgy altér X-ben, x € Y. Ekkor y akkor és csak
akkor az x legjobb kozelitése az Y altérben, ha x — y ortogondlis az Y altérre.

Bizonyitas: 1. Tegyiik fel, hogy y az = legjobb kozelitése az Y altérben. Rogzitsiink egy
tetszoleges z # 0 vektort Y-ban. Legyen

)

(2,2)

és tekintsiik az y + az € Y vektort. Erre y minimum tulajdonsaga és « definicidja miatt teljesiil

lz =yl

T —y3—y) —alzz —y) — 6w — 1, 2) + af2(z, 2)

- y|? = 2Re(a(z, — y)) + |a2(z, 2)

_ T — 2 e <‘T—y72> yox— ‘<x_yvz>‘2

T 2R<—@2¢«, w)+—@;Wr
2 [z—y2)P

yll )

Ebbdl kovetkezik, hogy (z — y, z) = 0, azaz x — y meréleges Y -ra.

(

< (z—y—az,x—y—az)
(
|

(2,2)

= |z -
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2. Tegytk fel, hogy (x — y,2z) = 0 minden z € Y-ra. Legyen w € Y rogzitett. Ekkor

y—weY, ezért (x —y,y —w)=0. Igy a Pitagorasz-tétel szerint

lz =y +y = wl* = llz = y|* + lly — vl

azaz ||x — y|| < ||lx — w]|| akkor és csak akkor, ha y # w.

Egydimenzids alteret tekintve a tételbdl kovetkezik rogton az alabbi eredmény:

5.122. Allit4s. Legyen X komplex pre-Hilbert-tér, a,b € X, b # 0. Ekkor

1. X € C akkor és csak akkor minimalizdlja az ||a — \b||2 kifejezést, ha (a — Ab,b) = 0, azaz

a — Ab ortogondlis b-re.

2. X € C pontosan akkor minimalizdlja az ||a — A\b||2 kifejezést, ha

(a, b)
(b b)

A=

Specidlis esetekben kapjuk az alabbi allitasokat:

5.123. Allitas. Legyen x = (X1, zn) €C" y = (y1,. ..

n
§:|$k—-AyH2
k=1

értéke pontosan akkor minimadalis, ha

M=

TrYy

>
I
=
l
N

NgE

lyk?

e
Il
—

,Yn) € C*. Ekkor

5.124. Allitas. Legyen f,g € Ly([a,b],C), g # 0. Ekkor az

b
/ F(B) — Ag()]? dt

érték pontosan akkor minimdlis, ha

Véges dimenzids Y altérre a kovetkezo eredmény adodik az 5.121. Tételbol:
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5.125. Tétel. Legyen X egy pre-Hilbert-tér, Y n-dimenzios altér X-ben, amelynek y1i,...,Yn
egqy bdzisa. Legyen x € Y. Ekkor

y=ao1yr + -+ anin

akkor és csak akkor az x legjobb kozelitése az Y altérben, ha az o, ..., ay skaldrok teljesitik az
(y,y)n + (y2,yn)ae + -+ (Yn,y1)om = (T,01)
(yi,y2001 + (y2,y2)2 + -+ (Yn,y2)an = (T,92) (5.9)
<y17yn>a1 + <y27yn>a2 + e+ <yn7yn>an = <$7yn>

un. normalegyenleteket.
Bizonyitas: Az 5.121. Tétel szerint y akkor és csak akkor a legjobb kozelitése x-nek, ha
(= (1y1 + - + anyn),y5) =0

minden j = 1,...,n-re. Ezt atrendezve kapjuk az (5.9) egyenleteket. O

Ha Y bézisa ortonormalt, akkor a fenti eredménybdl rogton kapjuk az alabbi kovetkezményt.

5.126. Kovetkezmény. Legyen X egy pre-Hilbert-tér, Y egy n-dimenzids altér X -ben, amely-
nek yi,...,Yyn egy ortonormdlt bdzisa. Legyen x € Y. Ekkor

Yy=o1y1 + -+ nlYn
akkor és csak akkor az x legjobb kozelitése az Y altérben, ha

a; = (z,y;), j=1,...,n.

Kaptuk tehat, hogy ha Y egy maximaélis ortonormalt rendszer véges sok eleme altal generalt
altér egy X Hilbert-térben, akkor x legjobb kozelitésének egyiitthatéi az x Fourier-egyiitthatéi.



