Bevezetés a szamitaselméletbe I.

Szamossagok

Megoldasok
irta; Salamon Gabor <gsala@cs.bme.hu>

1. Adjunk bijekci6t (oda-vissza egyértelm(i leképezést) az alabbi halmazok kdzott.

(@) Qésaza,b] intervallumba esd racionalis szamok

Megoldas. Az [a, b] intervallumba esd racionélis szdmok A halmaza a Q egy részhalmazét adja, igy nem lehet na-
gyobb szdmossagu, mint Q, azaz a racionalis szamok halmaza. Ebb6l kovetkez6en A elemei felsorolhatok, akarcsak
Q elemei.
Soroljuk fel tehdt mind A, mind Q elemeit, és a két felsorolas azonos index(i elemeit rendeljiik egyméshoz a bijek-
cioval.

(b) [0,1]és0,1)

Megoldas. A megoldas Iényege ugyanaz, mint amikor még egy vendéget kellett elszéllasolni a teli végtelen szal-
lodaba. A O-t beleképezzilk a (0, 1] intervallum egy xo pontjaba, zo-t egy z;-be és igy tovabb, ligyelve arra, hogy
x;-k végtelen sorozatot alkossanak, ez utdbbi biztositja a leképezés bijekci6 voltat azaltal, hogy minden elem &sképe
egyértelmiien meghatéarozhato.

Ennek megfelelen az f(x) : [0, 1] — (0, 1] bijekci6 példaul a kdvetkez6 lehet:

2-1 haz =0
fl@)=< 27%1 hazx=2"*
z, kilénben

Kénny( latni, hogy ez valdban kdlcsondsen egyértelm(i leképezést definial, hiszen f(z) definici6ja alapjan barmely
elem &sképe kdnnyen meghatarozhatd.

() [0,1] €s (0, 1)

Megoldas. Az 1b. feladat megoldasanak gondolatmenetét kdvetjik itt is, azzal a kiilonbséggel, hogy itt az 1-et is
bele kell képezni a nyilt intervallumba. Egy lehetséges f(z) : [0,1] — (0, 1] leképezés (amir6l rdadasul kénnyen
latszik, hogy bijekci6) a kdvetkez6:

2-1, haz =0

9—k-1 haz = 2~
fl@)y=<{ 1-272 haz =1

1-27%2 hag=1-—2"k"1

x, kilénben

(d) [0,1] és[a, b]

Megoldas. Rajzoljuk le a sikra a [0, 1] intervallumot, mint AB szakaszt és vele parhuzamosan, (de nem egy egye-
nesbe esden) az [a,b] intervallumot, mint CD szakaszt. Legyen P az AC és BD szakaszok egyeneseinek met-
széspontja. (Ilyen mindig van, ha b — a # 1, kilénben pedig a feladat trividlis.) Az AB szakasz pontjait a C D
szakasz pontjaival kdlcsondsen egyértelm(i megfeleltetésbe hozza egy P-bdl vald vetités. Ez a vetités adja a bijekciot
a megfelel6 intervallumok pontjai kozt is. (Lasd az 1. abrat.)

(e) (07 1) és (—O0,00)

Megoldas. Egy lehetséges bijekciohoz tekintsiik a sik y = 0 egyenesét, mint (—oo, o) intervallumot, és az AB
szakaszt, mint (0, 1) intervallumot, ahol A = (0, 1) és B = (0,—3). O jeldlje az origét. A bijekci6t tgy kapjuk,
hogy az AO szakaszta P = (—1, %) pontbol a nemnegativ félegyenesre, a BO szakaszt pediga @ = (1, — %) ponthol
a negativ félegyenesre vetitjiik. (Lasd a 2. abrat.)

() (0,00) és (—oo, 00)
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Megoldas. Keresiink egy f(z) : (0,00) — (—00, 00) bijekciot. Céljainknak pont megfelel az f(z) = Inx fligg-
vény.
{valds szémok} és {irracionélis szamok} (azaz R és R \ Q)

Megoldéas. Tekintsik a kovetkez6 f(z) : R — R\ Q leképezést:

P k+1 _ Pk
Fla) = fl’w , h?af_gw ,aholp,g € Z,ke N
z, kalénben

Ez minden Z alak( racionalis szamhoz annak w-szeresét rendeli, ezzel beleképezve 6ket az irracionalis szamok
halmazaba. Az ezek képeként el6allé szamokat is mas szamokba viszi at, és igy tovabb a fentiek szerint.

Létszik, hogy minden irracionalis szam 8sképe egyértelmiien meghatarozhatd. Raadasul mivel 7 transzcendens szam,
azaz nem all el6 egész egyitthatos polinom gyokeként, ezért minden %w’““ alaku szam valdban irracionalis.

. Hatérozzuk meg a kdvetkezd A halmazok | A| szamossagat!

@)

(b)
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a paratlan természetes szamok halmaza

Megoldas. Tekintsiik azt a leképezést, ami minden n péaratlan természetes szamhoz az m = 21 természetes
szamot rendeli. Ez a leképezés a két halmaz kdzott kdlcsdndsen egyértelm( (bijekcio), tehat a két halmaz szamossaga
megegyezik, azaz A-nak megszamlalhatoan végtelen sok eleme van. Vagyis |[4| = |N| = N,.

a 3-mal oszthat6 természetes szamok halmaza

Megoldas. Tekintsuk azt a leképezest, ami minden 3-mal oszthatd n természetes szamhoz az m = % természetes
szamot rendeli. Ez a leképezés a két halmaz kdzott kdlcsdndsen egyértelmdi (bijekcid), tehat a két halmaz szamossaga
megegyezik, azaz A-nak megszamlalhatoan végtelen sok eleme van. Vagyis |A| = |N| = No.

a 3-mal nem oszthatd egész szamok halmaza

Megoldas. Rendezziik sorba A elemeit a kdvetkezd modon: 1,-1,2,-2,4,—4,5,—5,.... Ez a sorbarendezés
tulajdonképpen egy leképezése A halmaz elemeinek a 0,1,2,3,4,5,6,7, ... természetes szamokra, ahol minden e-
lemnek a sorozatban elfoglalt poziciojat, mint természetes szamot feleltetjiik meg. Lathatd, hogy az A halmaz minden
eleme sorra kerll pontosan egyszer, tehat a leképezés bijekcio. Azaz a két halmaz szamosséaga megegyezik, igy A-nak
megszadmlalhatdan végtelen sok eleme van. Vagyis |A| = |N| = Rg
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a 256 karakterb6l készithetd 100 hosszUsagu karaktersorozatok halmaza

Megoldas. A karaktersorozat i-edik karaktere 256 féle értéket vehet fel barmely ¢ esetén attol fiiggetlendl, hogy mi
a tobbi karakter értéke. Osszesen tehat | A| = 256190, azaz A véges halmaz.

az egységnyi oldalhosszUsagu négyzet pontjainak halmaza

Megoldas. Egyrészt a kétdimenzids sikban a (0,0); (0,1); (1,1); (1,0) cstcsokkal adott egységnégyzet tartal-
mazza az y = 0-nak megfeleld szamegyenes [0, 1] intervallumét, azaz A-nak legalabb kontiuum sok eleme van, tehat
|A] > «.

Masrészt tekintsiik a kovetkez8 leképezést, amely az egységnégyzet egy (z,y) koordinataju pontjanak megfelelteti
a0, z1y122y223y3 ... valos szdmot, ahol z = 0, z12223 ... Sy = 0,y1y2y3 ... (Vagyis z; az x szam, y; pedig
az y szam i. tizedesjegye). Ezaltal a négyzet minden pontjanak, azaz A minden elemének megfeleltettiik a [0, 1]
intervallum egy a tobbit8l kiilonbéz6 elemét, tehat a négyzetnek nem lehet tébb pontja, mint a [0, 1] intervallumnak,
azaz |A| <.

A két Korlat dsszevetésével az adodik, hogy az egységnégyzetnek is kontinuum sok pontja van, azaz |A| = c.

Megjegyzés: Kicsit pontositanunk kell a véges tizedestorttel leirhato racionalis szamok kétféle lehetséges irasmodja
(példaul 0,72100000- - - = 0,72099999 . . .) miatt. El&fordulhat ugyanis, hogy a fenti leképezés a [0, 1] intervallum
egy raciondlis pontjat két kiilénbdz6 (z,y) parhoz is hozzarendeli, ezéltal a képként el6allé pontok nem lesznek
klilénboz6ek. Ez a probléma azonban nem all fenn, ha az ilyen véges tizedestorttel megadhat6 racionalis szamoknak
mar eleve a végtelen alakjat tekintjik.

Gondoljuk meg, hogy ha a fenti megfontolasokat nem a kétdimenziés, hanem a k-dimenziés térben 1év6 hiperkockara
alkalmazzuk, akkor is ugyanezt az eredményt kapjuk, nevezetesen a k-dimenzids hiperkocka pontjainak szamossaga
is kontinuum.

a kétdimenzids sik pontjainak halmaza

Megoldas. Az 1. feladat allitdsa szerint barmely rogzitett y-ra ugyanannyi {(z,y) : = € R} alakd, mint ahany
{(z,y) : = € [0,1]} alakd sz&mpér van, illetve barmely rogzitett z-re ugyanannyi {(z,y) : y € R} alakd, mint ahany
{(z,y) : y € [0,1]} alakd szampér van.

Ezeket felhasznalva a kétdimenzids tér ({(z,y) : z,y € R} alakd) pontjainak szdma éppen annyi, mint az egységol-
dald négyzet ({(z,y) : =,y € [0,1]} alak() pontjainak szdma, ami viszont a 2e. feladat szerint megegyezik az egy
dimenzidban vett [0, 1] szakasz pontjainak szdmaval, azaz kontinuum. Vagyis |A| = «.

a haromdimenzids tér pontjainak halmaza

Megoldas. A 2f. feladat megoldasaban latottakhoz hasonldan az alabbiak szerint 3 dimenzidban is azt kapjuk, hogy
a teljes 3 dimenzios tér pontjainak szdma megegyezik az egységoldalt kocka pontjainak szaméaval.

Nevezetesen barmely rogzitett y, z-re ugyanannyi {(z, y, z) : « € R} alakd, mintahany {(z,y, 2) : = € [0, 1]} alaku
szdmharmas van. Barmely rogzitett «, z-re ugyanannyi {(z,y, z) : y € R} alakd, mint ahany {(z,y, 2) : y € [0,1]}
alaku szamhéarmas van. llletve barmely régzitett «, y-ra ugyanannyi {(z,y, ) : z € R} alakd, mint ahany szamhar-
mas {(z,y, z) : z € [0, 1]} alaka.

Elég tehat az egységoldalu kocka pontjainak szdmossagat megallapitani.

Barmely rogzitett z-hez az egységkockanak egy olyan metszete tartozik amely egy N (z) egységnégyzetet ad. N (z)
pontjainak kolcséndsen egyértelmiien megfeleltethet6k az egységszakasz pontjai a 2e. feladatban ismertetett médon,
azaz N (z) minden z,y pontjanak megfelel egy v € [0, 1] sz&m.

Az eredeti egységkocka egy (z,y, z) pontjahoz ezzel kdlcsdndsen egyértelmiien hozzéarendeltik a (v, z) pontjat az
egységnégyzetnek, vagyis az egységkockanak ugyanannyi pontja van, mint az egységnégyzetnek, amirél tudjuk, hogy
kontinuum.

Ezzel belattuk, hogy |A| = «.
az irracionalis szamok halmaza

Megoldés. Felhasznélva az 1g. feladatban definialt bijekciét, azonnal adédik, hogy |A| = |R| = ¢, azaz A-nak
kontinuum sok eleme van.

a természetes szamokbol all6 rendezett parok halmaza
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3. abra.

Megoldas. Készitsik el a 3. abra szerinti tablazatot. A tablazat k. soraban Iévd elemek alakja (k, 7), ahol j € N.
Az [. oszlop elemei pedig (,1) alaktak, ahol i € N. Ennek megfelel&en a tblazatban minden természetes szamokb6l
alkotott szampar pontosan egyszer szerepel.

Ugyanakkor a tablazat elemei a 3. dbran lathaté vonal mentén haladva egyszeresen és hianytalanul felsorolhatoak.
Ez a felsorolés egy bijekciét definial az {(4, j) : ¢, € N} alak( szampérok és a természetes szamok kozott, amibdl
kovetkezik, hogy az el6bbiek halmazénak megszdmlalhatéan végtelen sok eleme van. Azaz |A| = No.

a természetes szamokbdl alkotott rendezett k-asok halmaza

1. megoldas. A 2i. feladat alapjan R darab Xq elem{ halmaz unioja is Xy szdmossagu. A feladat megoldasakor egy
kétdimenzi6s méatrixba rendeztik, majd felsoroltuk az {(¢, j) : i, € N} alak( szdmparokat.

Ezt a mddszert teljes indukcidval kiterjeszthetjiik & dimenzidra is, amivel igazolhatd az allits. Nézzlk tehat az
A = {(n1,n2,...,n;) : n; € N} alakl k-asokat. A definiciéjabol adédéan &k = 1 esetén |A] = N,. Tegyuk

fel, hogy ez teljesil & = 1,...,l-re is, azaz {(n1,na,...,n;) : n; € N} alakl l-esekbdl Rq darab van. Ekkor az
{(n1,na,...,m,ni41) : n; € N} alak I + 1-esek els6 [ eleme egytt Ry féle lehet, mig az I + 1. elem is X, féle
mddon vélaszthat6. Azaz az {(ni,n2,...,n;,n41) : n; € N} alakd [ + 1-esek a 2i. feladat alapjan felsorolhat6ak,

vagyis bel6liik Ry darab van. Az indukcios 1épéseket k-ig folytatva ez igazolja, hogy |A| = No, azaz A-nak megszadm-
lalhatéan végtelen sok eleme van.

2. megoldas. Soroljuk fel az A halmaz elemeit a kdvetkez8k szerint. Tekintsiik el6szdr azon k-ast, amelyben a
legnagyobb szdm 0. Kovetkezzenek ezutan azon k-asok, amelyekben a legnagyobb szam az 1. Haladjunk igy tovabb,
azaz miutan felsoroltuk A azon elemeit, amelyekben a legnagyobb szam j, kdvetkezzenek azok, amelyekben a leg-
nagyobb szam j + 1. Vegyilk észre, hogy adott j-re ilyen k-asbol csak véges sok van, nevezetesen (j + 1)*, azaz ez
a felsorolas valdban elkészithetd. Az ugyanazon j-hez tartozd k-asok sorrendje most szimunkra nem fontos, hiszen
egy véges halmaz elemei mindig felsorolhatdak.

Ugyanakkor minden k-as pontosan egyszer szerepel a felsorolasban, mégpedig a benne 1év8 legnagyobb szam éltal
meghatérozott helyen.

Megadtunk tehat egy bijekciot az A halmaz elemei és a természetes szamok (mint a felsorolasnal kapott sorszamok)
kozott, azaz A-nak megszamlalhatoan végtelen sok eleme van, vagyis |A| =

a természetes szamok k elem{ részhalmazainak halmaza

Megoldas. Belatjuk, hogy |A| > |N| = Ry, illetve, hogy |A| < |N| = Rg. Ezekb6l |A| = 8o mar kovetkezik.
Egyrészt lerdgzitve a 0,1,2, ...,k — 2 szdmokat egy k£ — 1 elem{i B részhalmazt kapunk. Egyszer(i meggondolni,
hogy a k — 2-nél nagyobb természetes szamok is Ng sokan vannak, és kozilik barmelyiket kivalasztva és B-hez
adva egy k elemdi, a tébbit6l kiilonbdz6 részhalmazt kapunk. Mivel ilymédon megkonstrualtuk az A halmaz R, darab
elemét, ezért ennél A-nak nem lehet kevesebb eleme, tehat |A| > R,.
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Masrészt nyilvan a természetes szdamok minden pontosan k elem( részhalmaza felirhatd egy rendezett k-asként. Ez
a feliras pedig egyértelm(ivé tehetd példaul a részhalmaz elemeinek névekvé sorrendjében véve a részhalmazbeli
szamokat. Azaz a természetes szamokon vett rendezett k-asok szama nem lehet kisebb, mint ahany & elem részhal-
maza van N-nek. Ebbdl a 2j. feladat alapjan | A| < R, kovetkezik.

A két korlatot dsszevetve kapjuk, hogy A megszamlalhatoan végtelen halmaz, vagyis |A| = |N| = R,.
a természetes szamok véges részhalmazainak halmaza

Megoldés. Tekintsiik csak az 1 elem{ részhalmazokat. Ezekbdl éppen |N| = R, darab van, ennél tehat A sza-
mossaga nem lehet kisebb, azaz |A| > N,.

Hasznaljuk most fel a 2k. feladat eredményét, miszerint a pontosan & elem(i részhalmazok felsorolhaték, mert bel §liik
N, darab van. Megcsinalva ezeket a felsorolasokat dsszesen N, darab sorozatot kapunk, melyek egyenként X, elemet
tartalmaznak. Ezeket a 2i. feladat szerint felsorolhatjuk egy sorozat elemeiként, tehat |A| < Rq. Azaz A megszdm-
lalhat6an végtelen halmaz, vagyis |A| = |N| = Ry.

azon ag = 1,ay,as, ... sorozatok halmaza, melyekben a szomszédos elemek hanyadosa % vagy 2

Megoldas. Mutatunk egy bijekciot az A halmaz elemei és a [0, 1) intervallum valdsai kdzétt. Ebbél az 1. feladat
eredményeinek felhasznalasaval mar kovetkezik, hogy |A4| = |R| =¢.

El6szor is A minden elemét reprezentéalhatjuk kdlcsdndsen egyértelmien egy 0-kbol és 1-kbdl &ll6 {b,,} sorozattal

ugy, hogy
b — 0, ha afjl = %
iT) 1, ha-2— =2

@i—1

Nyilvanvalo, hogy igy minden lehetséges 0,1 sorozat el6all.

Az 6sszes 0,1 sorozatok szdma pedig kontinuum a kodvetkez8k miatt.

Egyrészt egy 0,1 sorozat tekinthetd egy binarisan felirt 0 < x < 1 szam tortjegyeinek, azaz z = 0, b1b2bs . . .. Kulon-
b6z6 = valds szamokhoz kilénbdzé 0,1 sorozat tartozik (minden esetben a végtelen kettedestort alakot véve). Ez a
kllonbodzBség visszafelé azonban sajnos nem igaz a racionalis szamok kétféle (véges, illetve végtelen kettedestort)
irasmddja miatt. Gondoljuk meg ugyanis, hogy példaul az 10000... ésa01111... sorozatokhoz is ugyanazt a valds
szamot rendeltlik. Ebb6l tehét csak | A| > ¢ kdvetkezik.

A felsd korlat bizonyitasahoz meg kell még adjunk egy leképezést, ami minden 0,1 sorozathoz kiilénb6z6 valos sza-
mot rendel. Ez lehet példaul a kdvetkezd. Ha a sorozat végtelen sok egyest tartalmaz, feleljen meg neki az eddigiekkel
egyez6en az ¢ = 0, bybabs . .. szam. Ha véges sok egyes van benne, feleljen meg neki az z = 1,b1bobs ... szam.
Ezzel megoldottuk az alakok kett6sségéb6l adodo problémat, ugyanis egyazon raciondlis szam két alakja nem all
el kllénbozd sorozatok képeként, mivel a végtelen alakokhoz 0, a végesekhez pedig 1 egészrészt rendeltlink. Ebb &l
tehat |A| < ¢ kdvetkezik.

A Kkét korlat dsszevetésével belattuk, hogy A megszamlalhatatlanul végtelen halmaz, azaz |[A| = |R| = c.

azon 0-bol és 1-b6l all6 sorozatok halmaza, melyekben csak véges sok 1 fordul el

1. megoldas. Belatjuk, hogy |A| > |N| = Ry, illetve, hogy |A| < |N| = Ro. Ezekb6l |A| = Rg mar kovetkezik.
Az, hogy Xy also korlat kovetkezik abbdl, hogy tetszbleges k € N-hez hozzarendelhetd egy A-beli sorozat, nevezete-
sen példaul a 10~* szam tizes szamrendszerbeli alakja, amely pontosan 1 darab 1-est tartalmaz.

A felsd korlat bizonyitasahoz tekintsiik a 0,1 sorozatokat tgy, mint egy 0 < z < 1 szdm kettes szdmrendszerbeli
felirdsanak kettedesjegyeit. Mivel csak véges sok 1-es van a sorozatban, ezért van egy utolsd, mondjuk a k-adik.
Rendeljik ekkor z-hez a 2%z szamot, amely egész szam lesz, hiszen éppen a kettes szamrendszerbeli alakjanak
utolsd 1-esét toltuk el a kettedesvessz6 elé.

Masrészt killénboz6 z-ekhez ez a leképezés killonboz6 egészeket rendel, tehat a megfeleld z-eket leirtuk egy-egy
természetes szdmmal, tehat az dsszes ilyen x-ek szdmossaga (ami egyben A mérete is) legfeljebb megszamlalhatéan
végtelen.

2. megoldés. Rendeljiik hozzé kélcsondsen egyértelmiien minden egyes 0, 1 sorozathoz a természetes szamoknak
egy B részhalmazat oly mddon, hogy ha a sorozatban az i. tag 1, akkor ¢ € B ha pedig az 4. tag 0, akkor ¢ ¢
B. Egyszer(ibben sz6lva a 0, 1 sorozatokat a természetes szamok egy részhalmazénak karakterisztikus vektoraiként
tekintjik.



(0)

(9)

(@

()

(©)

(u)

A fenti hozzarendelés definicioja miatt pontosan azon sorozatokban lesz csak véges sok egyes, amelyekhez a ter-
mészetes szamok véges részhalmazat rendeltiik.

Megadtunk tehat egy bijekcidt a természetes szamok véges részhalmazai és az A halmaz elemei kozott. A 2I. feladat
alapjan ez azt jelenti, hogy A-nak megszamlalhat6an végtelen sok eleme van, azaz |A| = No.

a sik azon pontjainak halmaza, melynek mindkét koordinataja egész szam

Megoldés. Egész szambdl X darab van, hiszen az egészek felsorolhatok példaula0,1,—-1,2,—-2,3,-3,4,—4,...
sorrendben. Ha tehat az a egész szam értékét lerdgzitjuk, akkor a sik (x,y) egész koordinataju pontjainak szama Ry.
Mivel viszont x értékét N féle egész szdmnak rogzithetjik, ezért alkalmazhaté az a tény, hogy Nq darab 8, elemi
halmaz unidja is 8o elemd, amib6l |A| = Yo ad6dik.

az egész szamokbal all6 (véges) matrixok (vagyis n x n-es tdblazatok) halmaza

Megoldas. Egyrészta 20. feladat megoldasaban lattuk, hogy egész szambol R darab van. Masrészt a 2j. feladatban
latottak szerint tetsz6leges olyan k-asbol, amelynek minden eleme egy-egy Yo elemi halmazbdl keriil ki is Ry sok
van. Itt most £ = n? dimenzidban vagyunk, ami véges, igy a fenti két feladat megoldésa alapjan |A| = R,.

a0, 1 szamokbdl all6 (véges) matrixok (vagyis n x n-es tablazatok) halmaza

Megoldés. A matrix minden elemét egymastol fliggetlenil 2 féle modon rogzithetjiik, azaz 6sszesen 27” féle ilyen
matrix létezik. A tehat véges, és |A| = 2n’,
azon sikbeli hdromszégek halmaza, melyeknek minden koordinataja egész szam

Megoldas. Belatjuk, hogy |A| > |N| = Ry, illetve, hogy |A| < |N| = Rg. Ezekb6l |A| = 8o mar kovetkezik.

Az, hogy g alsé korlat kdvetkezik abbol, hogy tetsz6leges k € N-hez hozzarendelhet6 egy (0,0); (0,1); (1,k)
csucsokkal rendelkez& haromszdg, amely A-beli.

A felsé korlat kovetkezik abbol, hogy egy haromszdg harom csticsanak két-két koordinataja tulajdonképpen egy egész
szamokbOl &llé (nq, no, ng, n4, ns, ng) Szamhatos. Az dsszes ilyen hatos szdmossaga a 2j. feladatb6l adoddan éppen
legfeljebb Ry. (Raadasul nem is az 6sszes szamhatos lesz jo, hiszen vannak példaul egy egyenesre esé pontharmasok
is.)

azon sikbeli haromszdgek halmaza, melyeknek a teriilete egész szam

Megoldas. Belatjuk, hogy |A| > |R| = ¢, illetve, hogy |A| < |R| = ¢. Ezekb6l |A| = ¢ mar kovetkezik.

A fels6 korlat a kovetkez6képpen adddik. Tekintsiik a hAromszdg csticsainak dsszesen 6 koordinatajat a 6 dimenzids
tér egy pontjaként, azaz rendeljuk hozz4 egyértelmlen az (z1,y1, %2, Y2, x3,ys) SzZamhatost az (x1,y1); (z2,y2);
(y3, y3) haromszdghoz. Ekkor a 2g. feladat bizonyitasaban latottakhoz hasonléan eljarva (mindig az egységnégyzet—
egységszakasz megfeleltetést hasznalva a dimenziészam csokkentésére) belathatjuk, hogy a 6 dimenzids térnek is
kontinuum sok pontja van, tehat a feltételnek eleget tevé haromszdgbél is legfeljebb kontinuum sok lehet.

Az als6 korlat annak kovetkezménye, hogy tetszéleges valés z-re a (0,0); (0,z); (2,0) cslcsokkal rendelkezé
haromszdgek kiilonbdzéek, és mivel teriiletiik 1, A-beliek.

Ezzel belattuk, hogy |A| = c.

a sikon egy haromszdg bels6 pontjainak halmaza

Megoldés. Belatjuk, hogy |A| > |R| = ¢, illetve, hogy |A| < |R| = c. Ezekb0l |A| = ¢ mar kdvetkezik.

Egy sikbadgyazott haromszdgnek legfeljebb annyi pontja lehet, mint maganak a siknak, azaz kontinuum sok. Ebb6l
adadik a felsd korlat.

Ugyanakkor minden haromszog tartalmaz a belsejében egy zart szakaszt, ami felfoghaté egy [a, b] intervallumként
is. Mar csupan ennek a szakasznak is kontinuum sok pontja van az 1d. feladat alapjan. Mivel a szakasz pontjai a
haromszdg pontjainak egy részhalmazat adjak, ezért az also korlat is teljesil.

a raciondlis szamokbol all6 dsszes végtelen sorozatok halmaza



Megoldas. Belatjuk, hogy |A| > |R| = ¢, illetve, hogy |A| < |R| = ¢. Ezekb6l |A| = ¢ mar kovetkezik.

Itt az also korlattal van kénnyebb dolgunk. 0 < z < 1 val6s szam felfoghatd Ggy, mint szdmjegyeinek sorozata.
Mivel a szamjegyek racionalisak, ezért maris mutattunk kontinuum sok kiilénb6z6 ilyen sorozatot.

A felsd korlat bizonyitasdhoz minden ilyen racionalis szamokbdl all6 végtelen sorozathoz hozza kell rendelniink egy
valds szamot gy, hogy kiilonbdz6 sorozatok képe kiilénbdzé valos szam legyen. (Ez olyan, mintha minden sorozatot
szeretnénk egy valés szammal kodolva reprezentalni Ugy, hogy a kédolas kés8bb visszafejthet6 legyen.)

fjuk tehat fel a sorozat a; elemének abszol(t értékét 2: alakban, ahol raadasul p; és ¢; binarisan leirt szamok, és
relativ primek. Legyen tovabba r; = 2, ha a; negativ és r; = 3, ha a; nemnegativ. Ez a feliras minden racionalis
szamhoz egyértelm(ien létezik.

Feleltessiik meg a;-nek az S; = r;{p;bindrisan}4{q¢;binérisan}5 karaktersorozatot, amib8l még mindig egyértelmien
visszakaphat6 a;, hiszen p; és g; jegyeit egy benniik nem szerepl6 négyes valasztja el.

Ugyanakkor a 0,515 ... Sk ... egyértelmlen leirja a teljes eredeti sorozatot, hiszen az egyes a; elemek sehol
mashol nem szerepl6 5-0sokkel vannak elvélasztva. Ez a sorozat viszont éppen egy val6s szam.

Mivel tehat minden sorozathoz hozzarendeltink egy valos szamot gy, hogy kiilénbdz6 sorozatokhoz kiillénb6z6
valésak tartozzanak, az A-ban Iévé sorozatok szama legfeljebb annyi, mint a valosok szdma, azaz legfeljebb konti-
nuum. Ez adja a fels6 korlatot.

(v) atermészetes szamok 0sszes permutaciojanak halmaza

Megoldas. Belatjuk, hogy |A| > |R| = ¢, illetve, hogy |A| < |R| = ¢. Ezekb6l |A| = ¢ mar kovetkezik.

Itt a fels6 korlattal van kénnyebb dolgunk. A természetes szamok minden permutécioja felfoghat6 Ggy, mint egész
szamok egy sorozata, ezért a 2u szerint ilyen permutaciobol legfeljebb kontinuum sok van.

Az als6 korlét bizonyitdsdhoz minden 0 < z < 1 val6s szdmhoz hozz4 kell rendelniink egy ilyen permutéciot,
hogy kulénboz6 x valdsak képe kiillénb6z6 permutacio legyen. (Ez olyan, mintha minden 0 < z < 1 valds szamot
szeretnénk egy permutaciéval kodolva reprezentalni Ugy, hogy a kédolas késébb visszafejthet6 legyen.)

fjuk fel z-et 9-es szamrendszerben, és adjunk hozza minden jegyéhez 1-et. Az igy kapott (tizes szamrendszerben
értelmezett szdm) legyen y. Nyilvan y tizedesjegyei kdzt nem szerepel O, tehat y = 0,y1y2ys ... alakd, ahol y;
nemnulla szamjegy.

A permutécid, amit az eredeti z-hez rendellink nézzen Ggy ki, hogy el6szor tartalmazza az 6sszes 1-jegy( szamot,
aztan az 6sszes 2-jegydit és igy tovabb.

Az elsd 1-jegyli szam legyen y1, ezt kdvesse a tobbi 1-jegy(i egész ndvekvd sorrendben. Az els6 2-jegy(i szam legyen
y2y3 (egy szamkeént tekintve), ezt kdvesse a tébbi 2-jegy(i egész ndvekvE sorrendben. igy haladjunk tovabb mindig
eggyel tobb jegyet felhasznalva az y; jegyek kozil. Azaz a permutaciéban az elsd k-jegy( szam az Y(E)+1 Y
jegyekbdl all dssze, és ezt koveti a tdbbi k-jegyli ndvekvé sorrendben, majd a k + 1-jegyliek ugyanezen szabaly
szerint.

Ha az igy felépitett permutaciét rendeljik 2-hez, akkor minden 2 képe kiilénb&z6 lesz, ami bizonyitja, hogy a per-
mutaciok szama nem lehet kisebb, mint a valosak szdma.

3. Tekintsiik az dsszes olyan, origéhol induld és véges sok 1épés utdn ugyanott végetérd sétat, amelynek minden lépése az =
vagy az y tengellyel parhuzamos (pozitiv vagy negativ iranyu) egységszakasz. Mi a szamossaga ezen sétak halmazanak?

Megoldas. Jeldlje a feladat feltételeinek megfelel6 sétadk halmazat A. Belatjuk, hogy |A| > |N| = N, illetve, hogy
|A| < |N| = Rg. Ezekb6l |A| = Ny mar kovetkezik.

Az als6 korlat adddik abbdl, hogy tetsz6leges természetes k szdm esetén k darab jobbra 1épés, majd k darab balra 1épés jo
(A-beli) sétat ad és ezek mind kilénbdznek, tehét a j6 sétadk szama legalabb akkora, mint a természetes szdmok szamossaga.

A felsd korlatot megkaphatjuk a kévetkez6 gondolatmenettel. Ha nem kotjik ki, hogy a sétaknak az orig6ban kell véget-
érnitk, sétak egy A-nal bévebb B halmazat kapjuk. Ha errél a B halmazrol belatjuk, hogy legfeljebb Xo eleme van, akkor
ez nyilvan A-ra is igaz.

Egy séta egy |épését reprezentalhatjuk az 1, 2, 3, 4 szamjegyek valamelyikével aszerint, hogy fel, le, jobbra vagy balra
Iéptlink. Ennek megfelel6en egy tetszleges B — beli séta leirhatd egy ezen négy szamjegybdl 4116 véges egész szammal,
mégpedig Ugy, hogy kilénbozé sétakhoz kiilonbdzd szamok tartoznak.

Ebbdl kévetkezden: |N| > |B| > |A|, azaz a fels6 korlat is bizonyitést nyert.
4. Hany olyan (z,y) pontpéar van a sikon, melyre

(@) x ésy is racionalis,



Megoldas. A 2o. feladat megoldasaval teljesen egyezd gondolatmenettel kapjuk, hogy a széban forgé pontokbol
megszamlalhatoan végtelen sok van. Nyilvan legalabb Rq ilyen pont van, masrészt mivel a racionalis szamok Rq
sokan vannak, az ilyen pontparok az ismert médszerrel felsorolhatdk.

(b) x ésx + y is racionalis,

Megoldés. Két raciondlis szam 6sszege és kiilonbsége is raciondlis, ezért z,x2 + y € Q < z,y € Q, tehat a
feladat feltételének pontosan azok az (z,y) parok tesznek eleget, mint a 4a. feladaténak, vagyis ilyen pontparbdl is
megszamlalhatoan végtelen sok van.

(c) z és zy is raciondlis,

Megoldas. llyen pontparbol kontinuum sok van, hiszen az = 0 egyenes tetszleges pontja eleget tesz a feltétel-
nek. Ezért a feladat feltételeinek eleget tev6é pontparbol sem lehet kevesebb, mint kontinuum. Ugyanakkor tébb
sem lehet, mert a sik dsszes pontjanak szamossaga kontinuum, és a megfelel tulajdonsagl pontok a sik pontjainka
részhalmazat alkotjék.

(d) = + y és xy is racionalis?

Megoldéas. Legyenz +y = %, ésxy = %, ahol p,q,7,5s € Z. Ezekbdl y = g — x, majd behelyettesitéssel
zy = % = Lr—a? adodik. EDDSI: 2% — Lz + L = 0, azaz gsa® —psz+rq = 0, tehat = egy egészegyiitthatos polinom
gyoke, vagyis algebrai szdm. Szimmetrikusan adddik, hogy y is algebrai. Algebrai szambdl pedig megszamlalhatéan
végtelen sok van, igy a feltételnek eleget tevd parok szama is megszamlalhatéan végtelen.

5. Legfeljebb hany 8-as helyezhetd el a sikon ugy, hogy ne messék egymast?

Megoldas. Tetsz8legesen kis pozitiv racionalis szam létezik, tehat egy racionalis szamtél tetsz6legesen kis tavolsagra van
masik racionalis szam. Azaz a szamegyenesen barmilyen kis intervallum tartalmaz racionalis pontot. Ebb&l kdvetkez6en
tetsz6legesen kicsiny négyzet a sikon tartalmaz olyan pontot, melynek mindkét koordinataja racionalis. Azaz minden 8-
asnak mindkét ,,hurkaban” van olyan pont, melynek mindkét koordinataja racionalis. Ugyanakkor egy ilyen pontpar csak
egy nyolcashoz tartozhat, ha a 8-asok nem metszik egymast.

Eppen ezért a 8-asok szama nem lehet tobb, mint a csupa racionalis koordinatakkal rendelkez& pontparok szama, ami Xg.
Masrészt X 8-as pedig elhelyezhetd a sikon, példaul egy négyzetracs minden négyzetébe egy 8-ast helyezve.
Azaz éppen X, darab 8-as helyezhetd el a sikon gy, hogy azok ne messék egymast.

6. Egy tengeralattjaré egyenes vonall egyenletes mozgast végez, és percenként egyszer felbukkan egész koordinataji pon-

tokban. that6-e el&re (a kiindulasi pont és a mozgasi irany ismerete nélkiil) program a tengeralattjaré megsemmisitésére,
ha minden percben egyetlen pontra I16hetiink, amikor felbukkan?

Megoldas. Induljon a tengeralattjaré a ¢ = 0 idpillanatban a (po, go) pontbdl, és Iépjen minden percben egy (p, q)
vektorral odébb. ¢ perc utdn tehat a (po + tp, go + tg) koordinataji pontban van, ide kellene 16ni ahhoz, hogy elkapjuk.

Sajnos a fenti pg, qo, p, g értékeket nem ismerjiilk a program irdsakor, azonban ilyen pontnégyesbdl csak R sok lehet, tehat
mégis van esélyiink, hogy minden pontnégyest végigprobaljunk.
Sorrendezziik ugyanis a lehetséges pontnégyeseket a rendezett k-asok felsoroldsara hasznalatos maédszerrel (lasd a 2j.

feladat megoldasat). Ha az <. pontnégyes (po, g0, P, q), akkor a t = 7 id8pillanatban I6jjlink egyet a (po +ip, go +iq) pontba.
Ha valéban ez a pontnégyes irta le a tengeralattjaré mozgasat, akkor éppen itt tartézkodott, tehat sikerilt eltalalnunk.

Ugyanakkor mivel minden pontnégyest végigprébalunk, igy véges, de nem korlatos id alatt egészen biztosan eltalaljuk a
tengeralattjarot. Nevezetesen ha a tengeralattjaré kiindulasi pontjat, illetve mozgasanak iranyéat éppen az I.-ként felsorolt
pontnégyes tartalmazza, akkor éppen az [. l1épésben fogjuk eltalalni. Megjegyezzik, hogy ez azt jelenti, hogy semmilyen
elére megadott véges k& szamrél nem mondhat6, hogy a tengeralattjarét legkésdbb a .. pillanatban eltalaljuk.

7. Hany egyenessel lehet lefedni a sikot?

Megoldas. Egyrészt az origon 4tmend az x tengellyel o € [—m, ) széget bezér6 kontinuum sok egyenes lefedi a sikot.
Masrészt az egységsugard kor kontinuum sok lefedendd pontja koziil egy tetsz6leges egyenes legfeljebb 2 pontot fed le,
amibdl kdvetkezik, hogy kontinuum sok egyenes sziikséges is a teljes sik lefedéséhez.

8. Hany ,, T betii helyezhet§ el a [0, 1] szakaszra gy, hogy semmelyik kett6 ne messe egymast?



Megoldas. Egyrészt X, darab T bet( elhelyezhetd. Tegyiink le ugyanis minden pozitiv egész k érték esetén az z, = 2%
pontba egy 2% magassagl T bet(it, amelynek teljes vizszintes része 2—% széles. llyenbdl R, darab van, és ezek nem
metszik egymast.

Maésrészt vegylk észre, hogy egy T betli vizszintes része alatt van racionalis pontja a [0, 1] szakasznak a T szardnak mind
a jobb, mind a bal oldalan. Egy ilyen raciondlis pontparhoz azonban legfeljebb egy T bet(i tartozhat gy, hogy a T betiik
ne messék egymast. Ebb&l kovetkezéen a T-k szama legfeljebb akkora, mint a racionalis pontparok szama, azaz No.

Osszesen tehat Ro T betli helyezhetd el a [0, 1] szakaszon metszés nélkiil.



