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A bévitett éravdzlatot PREKOPA ANDRASnak a Bolyai Jdnos Matematikai Térsulat
kiadédsaban 1968-ban 440 példanyban megjelent linearis programozas jegyzete alapjan
készitettem (lasd [12]). Ez a jegyzet egy matematikus hallgatéknak tartott tanfo-
lyam anyagabdl késziilt, igy értelemszertien tobb matematikai elméletet és részletes
bizonyitasokat is tartalmaz. Ezek jelentds része itt nem jelenik meg. Néhany, a
targyalt tananyagot nem matematikus hallgatok szamara is konnyebben érthetévé tevo
szemléletmédot PREKOPA ANDRAS két tovabbi dolgozatédbdl vettem &t (ldsd [13] és
14)).

1. A linearis programozas feladata,
standard alakra transzformalas

1.1. A linearis programozas feladata

A linedris programozas feladata roviden ugy fogalmazhato meg, hogy linedris korlatozo
feltételek mellett keresend6 egy linedris fliiggvény (célfiiggvény) szélséértéke (minimuma
vagy maximuma).

Néhéany példa olyan gyakorlati problémara, amely matematikai modellezése ilyen tipusi
feladatra vezet.

Példa. Termékosszetétel optimalizalas

Tekintsiink egy gyéarat, vagy annak egy jol koriilhatarolhatd részlegét, amely n-féle
terméket gyart. Tegyiik fel, hogy a termékek gyartasahoz m-féle eréforras szitkséges.

Legyenek ismertek a gyartasi folyamat kovetkezo jellemzoi:

a;; - az i-edik eréforrasbdl a j-edik termék egységének az eléallitasahoz sziikséges
mennyiség,

b; - az i-edik erdforrasbol az optimalizédlasi idészakasz alatt rendelkezésre all6 meny-
nyiség,

c; - a j-edik termék egységének a gydrtdsi haszna.

A termékosszetétel optimalizaldsa ekkor abbdl all, hogy az egyes gyarthato termékekbdl
annyit akarunk gyartani, amennyit a rendelkezésre all6 eréforrasok még lehetévé tesz-
nek, mikozben Osszességében a leheto legnagyobb gyartasi hasznot kivanjuk elérni. Az
igy megfogalmazott probléma matematikai modellezéséhez be kell még vezetni az x;
dontési valtozokat:

xj - a j-edik termékbdl az optimalizdlasi idoszakasz alatt gydrtandé mennyiség.

A fenti felsorolasokban az i index 1-t6l m-ig, a j index pedig 1-t6l n-ig fut.

Az igy megfogalmazott problémat matematikailag az alabbi linearis programozasi fel-
adattal lehet lefrni:



a11T1 + 122 + ...+ apT, < b1
a21T1 + 9299 + ...+ agT, < b2
: (1)
Am1T1 T ame2 + . Ay S bm
x1 > 0, T9 > 0, T, >0
(Cll'l -+ Co9 + ...+ Cnxn) — max

Példa. Takarmanyosszetétel optimalizalas

Legyen adott egy szarvasmarha alloméany, amely takarmanyozasahoz élljon rendelkezé-
siinkre n-féle takarmany. Tegyiik fel, hogy a takarmanyozéasa soran m-féle tapanyagbol
kell eloirt mennyiséget mindenképpen juttatni az allatoknak.

Legyenek ismertek az alabbi adatok:

a;j - a j-edik takarmdnyféleség egységében az i-edik tdpanyag mennyisége,

b; - az i-edik tapanyagbdl az optimalizdlasi id6szak alatt mindenképpen elfogyasztandd
mennyiség,

¢; -a j-edik takarmanyféleség egységének bekeriilési koltsége.

A takarmanyosszetétel optimalizalasa ekkor abban all, hogy a rendelkezésre allo takar-
manyféleségekbdl egy olyan keveréket allitsunk ossze, amely a szarvasmarha allomany
szamara a figyelembe vett tapanyagok mindegyikébol tartalmazza a takarmanyozasi
id6szak alatt feltétlen kivanatos mennyiséget, mikozben az Osszes takarmény bekertilési
koltsége a lehetd legkisebb legyen. A probléma matematikai modelljének a leirasdhoz
most is be kell vezetni az x; dontési valtozokat:

xj - a j-edik takarmanyféleségbdl az optimalizdldsi idészak alatt a szarvasmarha
allomanynak adandé mennyiség.

A fenti felsorolasokban ismét az ¢ index 1-t6l m-ig, a j index pedig 1-t0l n-ig fut.

A fent megfogalmazott problémat most matematikailag az alabbi linearis programozasi
feladattal lehet leirni:

a1 + 122 + ...+ apT, > b1
a91T1 + A929X2 + ...+ agnT, > b2
: (2)
Am1T1 +  AmaeTo + .+ Ay Z bm
x1 >0, zo > 0, T, >0
(imy + w2 4+ ... + cuw, — min

Vegyiik észre, hogy az (2) feladat csak annyiban kiilonbozik az (1) feladattdl, hogy a
kisebb vagy egyenlo tipusu feltételek helyett nagyobb vagy egyenld tipusu feltételek
szerepelnek és benne a célfiiggvényt nem maximalizalni, hanem minimalizalni kell.



Megjegyezziik, hogy az (2) feladat esetén volna értelme akar kisebb vagy egyenld
tipusu feltételeknek is, hiszen ezek olyan korlatozasokat irnanak eld, hogy valamely
tapanyagbol egy adott mennyiségnél tobbet nem kaphat a szarvasmarha allomany.
S6t kifejezetten a korlatozasok kozé kivankozik egy tovabbi, egyenloség tipusu feltétel,
amely azt irna el6, hogy 0sszesen milyen mennyiségii takarmanyt kivanunk az allatoknak
adni. A kovetkezé példa éppen ebben a tulajdonsagban fog kiillonbozni az el6z6 kett6tol,
benne ugyanis minden linedaris korlatozo feltétel értelemszertien egyenléség alaku kell,
hogy legyen.

Példa. Szallitasi feladat

Legyen adott m telephely és n felvevéhely. Tegyiik fel, hogy a felvevohelyeknek ugya-
nolyan ardra van sziikségiik, mint amilyen arut a telephelyeken tarolnak. Tegyiik
fel, hogy barmely telephelyrél barmely felvevohelyre lehetséges az aru szallitasa, de
természetesen mas és mas szallitasi koltséggel. A telephelyeken 1év6 arukészletek meny-
nyiségeire, a felvevohelyek igényeinek a mennyiségeire, valamint a szallitasi egységkolt-
ségekre vezessiik be az alabbi jeloléseket:

a; - az 1-edik telephelyen 1év6 arikészlet mennyisége,
b; - a j-edik felvevOhely igényének a mennyisége,

cij - egységnyi artnak az i-edik telephelyrdl a j-edik felvevShelyre torténd széllitasi
koltsége.

Feltessziik még, hogy a telephelyeken 0sszesen rendelkezésre 4ll6 arimennyiség legalabb
annyi, mint a felvevGhelyek Gsszes igénye, hiszen kiilonben valamelyik felvevohelyen
mindenképpen hidny mutatkozna, amely koltsége definidlasanak a probléméjaval nem
kivanunk jelenleg foglalkozni. Ekkor viszont azt is feltehetjiik, hogy a telephelyek
Osszkészlete pontosan egyenld a felvevohelyek osszigényével, hiszen ellenkez6 esetben
bevezethetnénk egy un. virtudlis felvevOhelyet, amely igénye éppen az Osszkészlet és az
Osszigény kiilonbsége és amelyre barmelyik telephelyrol ingyenes a szallitas. A virtudlis
felvevohelyre torténd szallitdast pedig gy tekinthetnénk, hogy a szallitandé mennyiséget
a telephelyen hagyjuk. Ekkor az 1j feladat nyilvanvaléan ekvivalens lenne az el6zovel.
A szallitds optimalizaldsanak a probléméja ekkor abban &all, hogy minimélis szallitasi
Osszkoltséggel elégitsiik ki a felvevOhelyek mindegyikének az Osszes igényét, mikozben
minden telephelyrol az Osszes készletet elszallitjuk. A probléma matematikai modell-
jének a felirdsahoz most az x;; dontési valtozdkat célszeri bevezetni az alabbi médon:

x;; - az i-edik telephelyrdl a j-edik felvevéhelyre szallitandé ard mennyisége.

Mint eddig mindig, most is a fenti felsorolasokban az ¢ index 1-t6l m-ig, a j index pedig
1-t61 n-ig fut.

A fent megfogalmazott problémat most matematikailag az alabbi linearis programozasi
feladattal lehet leirni:



11 + R AT = ay

Tm1 + ... + Ton = Gm

: . . . (3)
201120, $mn20
(611.1'11 + Ce + Cmn.%'mn) — min

Meglehet, hogy elsé ranézésre zavard lehet az x;; dontési valtozok kettds indexezése,
azonban ettdl eltekintve az (3) feladat ugyanolyan linedris programozasi feladat, mint
az (1) és az (2) feladatok voltak. Lathat6, hogy most minden linedris korlatozé feltétel
a megoldani kivant problémabdl adéddéan egyenloség alaki.

1.2. Standard alakra transzformalas

Ahhoz, hogy a linearis programozasi feladatra megoldé algoritmust tudjunk kidolgozni,
mindenekel6tt sziitkséges az, hogy a kiillonbozo lehetséges alakokat egységessé tegyiik.
Ehhez nyjt segitséget a standard alak fogalma. Ezt a kovetkezdképpen definialjuk:

Definicié. Azt mondjuk, hogy a linearis programozasi feladat standard alaku, ha
minden linedris korlatozé feltétele egyenléség alaki, minden valtozdjara elé van irva a
nemnegativitasi korlatozas és a célfiiggvénye maximalizalando:

a11T1 + 12T + ...+ apr, = b1
a21T1 + A929T9 + ...+ agr, = b2
Am1T1  +  GmeZT2 + ... QppTp = bm
x1 > 0, T9 > 0, T, >0

(Cll'l -+ Co9 + ...+ Cnxn) — Imax

Segédtétel. Minden linedris programozasi feladat ekvivalens atalakitasokkal standard
alakra transzformalhato.

Bizonyitas. Két linearis programozasi feladatot akkor tekintiink ekvivalensnek, ha az
egyik optimalis megoldasanak az ismeretében a masik optimalis megoldasast kozvet-
leniil meg tudjuk adni és ugyanez forditva is igaz.

— Kisebb vagy egyenld alaki korldtozo feltétel eqyenloséggé alakitdsa.

Tegyiik fel, hogy az i-edik feltétel kisebb vagy egyenl6 alak:

a1y + ...+ appr, S bz
Ez a korlatozo feltétel egy :L‘f:_?_z nemnegativ segédvdltozo bevezetésével ekvivalens
modon helyettesitheté az aldbbi egyenldség alaku korlatozo feltétellel:

a1+ ...+ appT, + l'gLsJ)rZ = bz
17518—?—1 > 0



— Nagyobb vagy egyenld alaki korlatozo feltétel eqyenldséggé alakitdsa.

Ebben az esetben latszélag kétféleképpen is eljarhatunk. Megtehetjiik, hogy a
nagyobb vagy egyenld alaku feltételt elészor szorozzuk minusz eggyel, majd az
elozéek szerint egy nemnegativ segédvaltozo hozzaadasaval hozzuk létre a kivant
egyenloség alaku korlatozo feltételt. Masrészt azonban gy is eljarhatunk, hogy
kozvetleniil a nagyobb vagy egyenlo alaki korlatozé feltételhez vezetiink be egy
nemnegativ segédvaltozdt, melyet nyilvan ki kell vonni a feltétel bal oldalabol.
Ha ezek utan megszorozzuk a keletkezett egyenloség alakul korlatozd feltételt,
akkor latni fogjuk, hogy ugyanarra az eredményre jutottunk, mint a kordbban
leirt atalakitéssal.

— Szabad vdltozo helyettesitése nemnegativ vdltozokkal.

Ha egy valtoz6, mondjuk z; nincs nemnegativitassal korldtozva, vagyis szabad
véaltozo, akkor eldallithaté x; = xj — x; alakban, ahol :103F >0ésa; >0. Ez az
eloallitas nyilvanvaldoan nem egyértelmii, azonban a helyettesitéssel keletkez6 és
az eredeti feladat ekvivalencidjat nem befolyasolja az a tovabbi megszoritas, hogy
x;r és x; egyikét mindig nulla értékiinek gondoljuk az eldéllitasban. Majd azt is
latni fogjuk, hogy ez a pétldlagos megkotés a standard alakt linedris programozasi
feladatra kidolgozandé megoldé algoritmust sem fogja befolyasolni.

— Minimalizalando célfiigguény helyettesitése maximalizdalando célfiigguénnyel.
Ha egy célfiiggvényt minimalizalni kell, az nyilvanvaléan ekvivalens azzal, mint
hogyha a célfiiggvény minusz egyszeresét kell maximalizalni. Ezért a minimali-
zalando célfiiggvény ekvivalens médon helyettesitheté a minusz egyszeresének a
maximalizélasaval.Ol

Megmutatjuk még, hogy egy egyenloség alaki korlatozo feltétel mindig helyettesithetd
két kisebb vagy egyenld tipusu korlatozo feltétellel. Legyen példaul az i-edik korlatozo
feltétel egyenloség alaku:

a1 1+ ...+ @iy = bz
Ekkor ez a feltétel ekvivalens modon helyettesitheté az alabbi kettével:

a1 + ..+ ATy < by
a1+ ...+ ATy > b

Ha ezutan a masodik egyenl6tlenséget minusz eggyel megszorozzuk, megkapjuk a kivant
ekvivalens helyettesitést. Ezzel azt bizonyitottuk be, hogy minden lineéris programozasi
feladat

a1+ appre A+ ...+ apr, < b
a1  + ATy 4+ ... + agpr, < by
Am1T1 + Am2T2 + ... + AmnTn S bm
x1 >0, T9 > 0, T, >0

(ly 4+ s + ... 4+ i, — max

alaktra hozhat6. A linedris programozési feladatoknak ezt az alakjat primdl alaknak
nevezziik.



2. A szimplex moédszer alap algoritmusa

Ha tekintjiik az n-dimenziés Euklideszi térben a primal alakira transzformélt linearis
programozasi feladatot, akkor lathatjuk, hogy geometriailag a feladat azt jelenti, hogy
m darab linearis féltér kozos részének a nemnegativ ortansba eso részén kell azt a pontot
megkeresni, amelyiken egy linedris fliggvény (a célfiiggvény) a lehet legnagyobb értéket
veszi fel. Mivel pedig a nemnegativ ortdns maga is n darab féltér kozos része és véges
sok féltér kozos része az n-dimenzios Euklideszi tér egy konvex poliéderét képezi, a
linearis programozas feladata geometriailag gy is megfogalmazhato, hogy keresendd
egy linedris fiiggvény maximuma az n-dimenziés Euklideszi tér egy konvex poliéderén.

Sajnos a fent leirt geometriai kép alapjan csak két- illetve haromvaltozos linearis prog-
ramozasi feladat megoldasa képzelheto el, hiszen haromnal magasabb dimenzios Eukli-
deszi térben a geometriai szemléletet elveszitjik.

A geometriai kép segit azonban abban, hogy attekintsiik a linedris programozasi feladat
megoldéasakor fellépo kiilonbozo lehetdségeket. Ezek a kovetkezok.

— Nincs megolddsa a feladatnak.

A linedris programozasi feladat korlatozo feltételrendszere abrazoldsakor nem ala-
kul ki a nemnegativ ortansban egy valédi konvex poliéder, azaz az elsé néhany
abrazolt féltér kozos része teljes egészében a kovetkezoleg abrazolandé féltérnek
az ellenkez6 oldalara esik. Ekkor a linedris korlatozo feltételek és a valtozokra
kir6tt nemnegativitasi feltételek egyiittesen ellentmondanak egymésnak.

— Nincs véges optimuma a feladatnak.

A linedris programozasi feladat korlatozo feltételrendszere abrazoldsakor nem
korlatos konvex poliéder alakul ki és a célfiiggvény novekedési irdnya egybee-
sik a konvex poliéder "nemkorlatossagi iranyaval”. Ekkor a feladat célfiiggvénye
az adott korlatozasok mellett tetszolegesen nagy értékeket felvehet.

— A feladat véges optimuma a konvex poliéder eqy vagy tobb csicspontjan valosul meg.

A linearis programozasi feladatot geometriailag igy oldhatjuk meg, hogy a megol-
dasok altal alkotott konvex poliéderen ”athuzzuk” a célfiiggvény egyre nagyobb
értékekhez tartozo szintvonalait és amikor elérjiik azt a legnagyobb értéket, a-
melyhez tartozo szintvonalnak utoljara van kozos pontja a konvex poliéderrel, ez
a kozos pont(ok) lesz(nek) a linedris programozési feladat optimalis megoldésa.
Fontos, és a matematika eszkozeivel két, illetve harom valtozésnal tobbvaltozos
linearis programozasi feladatokra is igazolhaté az a kovetkeztetés, hogy ha a
linearis programozasi feladatnak létezik megoldasa és véges optimuma, akkor a
véges optimum mindig megvaldsul a korlatozé feltételek altal létrehozott konvex
poliéder legaldbb egy csticséan is.

— Feleslegesen eldirt linedris korlatozo feltételei vannak a feladatnak.

A linedris programozasi feladat korlatozé feltételrendszere abrazolasakor az elsé
néhany abrazolt féltér kozos része teljes egészében része a kovetkezoleg abrazolan-
do féltérnek. Ekkor az éppen abrazolandé féltér olyan linearis korlatozo feltételbol
szarmazik, amely az Gsszes addig abrazolt korlatozé feltételnek kovetkezménye.



Nyilvan célszerii az ilyen felesleges korlatozé feltételeket valami médon kisziirni
a linedris programozasi feladatbol.

A szimplex moédszert G. B. DANTZIG amerikai matematikus 1947-ben fedezte fel,
azonban azt csak 1951-ben publikédlta a T. C. KOOPMANS szerkesztésében megje-
lent cikkgytijteményben (ldsd [2]). Ez a mddszer algebrai eszkozokkel oldja meg a
linearis programozas feladatat és mint ilyen, nem korlatozddik csupan a két- illetve
haromvaltozos feladatokra.

Tekintsiik a standard alaku linearis programozasi feladatot vektoridlis alakban:

airy +asre+ ... +a,xr, = b (: a())

x>0 (4)
max ¢'x
ahol
ay; bl
a2 bg
aj = . yJ = ]-7 , 1, ag =
Qmyj bm
m-dimenziés, mig
& X1
C2 X2
c= X = .
Cn Tn

n-dimenziés vektorok, a felsé vesszé pedig a transzponédlas jele, azaz ¢’ a ¢ vektort mint
sorvektort jeloli és ¢’x a ¢ és az x vektorok skalaris szorzata.

Definicié. Azt mondjuk, hogy az n-dimenzids x vektor a (4) linedris programozasi
feladat megolddsvektora, ha kielégiti az ajx; + asxs + ... + a,x, = b linearis egyenlet-
rendszert.

Definicié. Azt mondjuk, hogy az n-dimenzids x vektor a (4) linedris programozasi
feladat megengedett megolddsvektora, ha kielégiti az a;z1+asxs+. . .+a,x, = b linearis
egyenletrendszert és az x > 0 nemnegativitasi feltétel is teljesiil ré.

Definicié. Az {a;,as, ..., a,} egyiitthat6 oszlopvektorok koziil kivélasztott B = {a;,,
a,,,...,a; } oszlopvektor halmazt a (4) linedris programozési feladat bdzis vektor-
rendszerének (roviden béazisdnak) nevezziik, ha a benne szereplé m-dimenzids oszlop-
vektorok linedrisan fliggetlenek és az {aj, as, ... ,a,} egyiitthaté oszlopvektorok min-
degyike ezek linearis kombinécidjaként eloallithato. Célszerdi kiilon jelolést bevezetni
a bazis vektorrendszer indexhalmazara, ezért legyen Ip = {iy,i2,... ,4,}. A maradék,
béazisrendszeren kiviili oszlopvektorok indexhalmazara pedig vezessiik be a { K = ky, ks,
..., k¢ } jelolést. Ekkor nyilvanvaldéan Ip U K = {1,2,... ;n} ésr+t=n.

Definicié. Azt mondjuk, hogy az n-dimenzids x vektor a (4) linedris programozasi
feladat B bdzishoz tartozo bdzis megolddsvektora, ha olyan megoldasvektora annak,
amely nembézis komponensei nulla értékiiek, azaz x, = 0,k € K.
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Megjegyezziik, hogy minden B bazishoz egyértelmiien tartozik egy bazis megoldasvektor,
melyet egyszeriien ugy lehet meghatarozni, hogy megoldjuk a nulla értéken valo rogzité-
sek utan fennmarado

A, Ty + A, Liy + ...+ a; T;. = b (5)

linearis egyenletrendszert. Mivel a bézisbeli vektorok linearisan fiiggetlenek, a fenti
linearis egyenletrendszernek csak egy megoldasa van. Célszerli a fenti egyenletrendszer
megoldédsvektorara bevezetni az x3 = (z;,, ©4,, . .., x;,) jelolést.

Definicié. Azt mondjuk a (4) linedris programozasi feladat B bazisardl, hogy az
megengedett bazis, ha a hozzd egyértelmiien tartozoé bazis megoldasvektor a feladat
megengedett megoldasvektora. Ehhez nyilvanvaléan csak annak kell teljesiilni, hogy
xp > 0, hiszen a bazis megoldasvektor tobbi komponensére definicié szerint xp = 0,k €
K.

Megjegyezziik, hogy amint azt a kovetkezd egyszeri példa is mutatja, a linearis pro-
gramozasi feladat egy megengedett megoldasvektora egyszerre tobb béazishoz is tartoz-
hat:

Példa. Tekintsiik a kovetkezo haromvaltozés linearis programozasi feladatot:

I + T3 = 1
norom = (6)
1 2> 0, 9 2> 0, x3 >0
(21 + T2) —  max

Ennek két kiillonboz6 bazisa By = {aj, a3} és By = {ag, a3} és mindkettéhoz az x' =
(0,0, 1) megengedett megoldasvektor tartozik, mint bazis megoldasvektor.

Bizonyitas nélkiil kozoljik a kovetkezo igen fontos tételt, amely ravilagit a linearis
programozasi feladat korabban adott geometriai szemléltetése és a szimplex modszer
kozotti kapcsolatra.

Tétel. A linearis programozasi feladat megengedett megoldasvektorai altal alkotott
konvex poliéder csicspontjai és megengedett bazis megoldasvektorai egymasnak koleso-
nosen egyértelmi médon megfeleltethetok.

Meg kell jegyezni, hogy a fenti tétel példan torténé bemutatasa azért nehéz, mert a
geometriai szemléltetés csupan két- illetve haromvaltozds primal alaku feladatra le-
hetséges, ezzel szemben a megengedett bazis megoldésvektorokat pedig a standard
alaku feladatokkal kapcsolatban vezettiik be. Tekintsiik mégis a kovetkez6 példat.

Példa. Legyen a vizsgalt linearis programozasi feladat primél alakban az aldbbi:

1 + T < 3
T < 2
To < 2
ry > 0, zy > 0,
(x4 +  22;) — max

Vezessiik be az egyszerliség kedvéért most w3, x4 és xs-tel jelolt segédvaltozokat, akkor



az ekvivalens standard alaku feladat a kovetkezo lesz:

T + Ty + T3 = 3
T + T4 = 2
To + 5 = 2
1 >0, x9 2> 0, x3 > 0, x4 2> 0, x5 >0
(21 +  2x9) —  max

Ennek a standard alaku linearis programozasi feladatnak még nem tul sok szamolas
aran szamba tudjuk venni az O0sszes bazisat. Ehhez tegyiik azt, hogy jarjuk végig az ot
darab egyutthato oszlopvektorbdl kivalaszthato (g) = 10 kiilonboz6 vektor harmast, el-
lenérizziik mindegyikre, hogy bazis-e, ha igen, akkor megengedett bazis-e. A megenge-
dett bazisokhoz tartozo béazis megoldasvektorok mindegyikéhez hozza kell tudni ren-
delni a primal alaku feladat megengedett megoldasvektorai altal alkotott konvex poli-
éder egy és csak egy csucsat.

A kovetkezo tablazat foglalja Ossze a szamitasok eredményeit:

B, = {31732733}

T :2,.1'2:2,33'3:—1

nem megengedett bazis

By = {31732734}

T :1,1'2:2,.%'4:1

x" = (1,2) csticspont

Bs = {31732735}

I ZQ,I'QZ 1,[L‘5:1

x' = (2,1) cstcspont

B4 - {a17 ag, a4}

a; =asg+ay

nem béazis

Bs = {31733735}

T :2,.173: 1,[L‘5:2

x' = (2,0) cstcspont

B = {31734735}

T :3,5E4:—1,ZE5:2

nem megengedett bazis

B7 = {a27 agz, a4}

.1'2:2,33'3: 1,1’4:2

x" = (0, 2) cstcspont

Bg = {32733735}

ap; = az + as

nem bazis

By = {32734735}

To=3,04 =2,05 = —1

nem megengedett bazis

By ={as, a4, a5}

ZL‘3:3,J/’4:2,ZL‘5:2

x" = (0,0) cstcspont

Megjegyezziik, hogy a fenti példabol nem helyes azt a kovetkeztetést levonni, hogy
szamitsuk ki a megtalalt csticspontokon felvett célfiiggvény értékeket, vélasszuk ki
koziiliik a legnagyobbat és mar meg is oldottuk a linearis programozasi feladatot algeb-
rai médon. Ez igaz ugyanis a fenti kisméreti feladat esetén, azonban realis méretii
feladatok esetén a megoldasnak ez az utja nem jarhato.

Tekintsiik ismét az &ltaldnos (4) alaku linedris programozasi feladatot. Tegytik fel
egyelére, hogy adott ehhez a feladathoz egy B = {a;,,a;,, ... ,a; } indul6 megengedett
béazis. Ekkor az (4) linedris programozasi feladat oszlopvektorait a B bazisbeli vektorok
linearis kombindciéjaként el6allité egyiitthatékat az alabbi linearis egyenletrendszerek
megoldéasaval lehet eloallitani:

ap:ZdipaZ-,p:O,l,Q,...,n, (7)

i€lp

ahol ap ismét a b jobboldali vektort jeloli. Nyilvan ez is eloallithaté a B bazis
oszlopvektoraival, hiszen feltettiik, hogy a B bazis megengedett, azaz létezik az (4)
linedris programozasi feladatnak megoldasvektora. Az (7) linedris egyenletrendsze-
rek megoldasaval kapott d;,, ¢ € Ig,p = 0,1,2,...,n szamokkal definidljunk tovabbi
dop,p = 0,1,2,... ,n szdmokat az aldbbi médon
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dop:zp—cp:Zdipci—cp,pzo,l,Q,...,n. (8)

i€l

A fenti képletekben feltettiik, hogy ¢y = 0, ez nem befolydsolja a megoldani kivént (4)
linedris programozasi feladatot. Az (7) és (8) Osszefiiggésekkel bevezetett dyy,, i € Ip,1 =
0,p=0,1,2,...,n szdmokat foglaljuk tdblazatba és ezt a tabldzatot nevezziik az (4)
linearis programozasi feladat B megengedett béazishoz tartozo szimplex tablazatanak:

B a | a3 ... a,
al-l dz’10 di11 e dhn

: . T : (9>
al-r dz’TO dirl e dirn
z—c|dy | dg1 ... do

A szimplex tablazatba foglalt szamok szemléletes jelentése az, hogy a fels6 peremre
irt a, oszlopvektort a baloldali peremre irt, B bézist alkoté vektorok linedris kom-
bindcidjaként a d;, egyiitthatokkal lehet el6éllitani, minden p index esetén, {p =0, 1, 2,

.,n}. Az utolsd, a baloldali peremen z — c-vel azonositott sor szemléletes szarmazta-
tasahoz pedig célszerti még a szimplex tabla peremén kiilon feltiintetni a megfelel6
célfiiggvény egytitthatokat:

0 L ... Cp

B ag | a5 ... a,

Ciy aj; di10 di11 cee diln
G, &, |dio|din ... dig
Z—cC doo d01 c. dOn

Ekkor a z — c-vel azonositott sor dy, elemét ugy szamithatjuk, hogy az a, ala irt d,,
egyutthatokkal nem a B bézist alkoté vektorokat ”kombindljuk linearisan”, hanem
a peremre irt megfelel6 célfiiggvény egyiitthatokat és végiil még a kapott Osszegbol
levonjuk a felsé peremre irt ¢, célfliggvény egyiitthatét. A szimplex tébla a kovetkezo
fontos tulajdonsagokkal rendelkezik:

1. Ha p € Ip, akkor az a, vektor eldallitasa a B bazist alkoté vektorok linedris
kombindcidjaként trividlis, azaz minden d;, egyilitthaté nulla értékd, kivéve a
dyp = 1 értéket.

2. Ha p € Ip, akkor a z — c-vel azonositott sorban dy, is nulla értéki, hiszen az (8)
szamitds eredménye az eloz6 tulajdonsag figyelembevételével nullat eredményez.

3. A téblazatban d;;0 > 0,...,d;,0 > 0, mivel ezek a szamok a B megengedett
bazishoz tartozé megengedett bazismegoldds baziskomponensei, hiszen az (5) és
(8) definidl6 linedris egyenletrendszerek azonosak.
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4. A tablazatban a dyy szam a B megengedett bazishoz tartozé megengedett bazis-
megoldason a célfiiggvény értéke, hiszen az (8) szamitds eredménye p = O-ra az
el6z6 tulajdonsag értelmében pontosan ezt adja.

Az (9) szimplex tablanak hirom tipusat kiillonboztetjik meg:

1. Tipus: dop, > 0,p=1,2,...n.

2. Tipus: Létezik k ¢ Ip, hogy dop < 0, és egy ilyen k indexre dj; < 0 minden
1 € Ip esetén.

3. Tipus: Létezik k ¢ Ip, hogy dor. < 0, és minden ilyen k indexre létezik olyan
1 € Ig, hogy d;; > 0.

A szimplex tabla fenti harom tipusa egymast nyilvan kizarja, és az Osszes lehetéséget
magaban foglalja. Az 1. tipusi szimplex tdbla esetén a kovetkezd tételt lehet bebi-
zonyitani:

Tétel. Ha az (9) szimplex tabla 1. tipust, akkor a B megengedett bazishoz tartozo
béazismegoldas a linearis programozasi feladat optimalis megoldasa.

Bizonyitas. Legyen y az (4) linedris programozasi feladat tetszéleges megengedett

megoldasvektora, azaz legyen » a,y, = b,y > 0. Ekkor dy, = 2, — ¢, > 0,p =
p=1
1,2,...,n ésy > 0 miatt

cy = Z:lcpyp < Z:lzpyp =2, ( > dipci) Yp =
p= p=

p=1 \i€lp
> (Z dipyp) ¢ = Y, dipci = doo,
i€lp \p=1 i€lp
hiszen
D LVES o1 D STEY P oY o I
p=1 p=1 \ielp iclg \p=1
és

b = Z dia;,

i€l

valamint a bazist alkoté vektorok linedris fiiggetlensége miatt minden ¢ € Ig esetén

diO = Z dipypa
p=1
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doo pedig a szimplex tabla 4. tulajdonsaga szerint egyenlé a B megengedett bazishoz
tartozo megengedett bazismegoldason a célfiiggvény értékével. O

A 2. tipustu szimplex tabla esetén a kovetkezo tétel igazolhato:

Tétel. Ha az (9) szimplex tabla 2. tipusi, akkor az (4) lineéris programozasi feladat-
nak nincs véges optimuma.

Bizonyitas. Legyen k ¢ Ip egy, a 2. tipusi szimplex tdbldanak megfelel index, azaz
dor < 0, és d;p < 0 minden ¢ € Ig esetén. Legyen tovabba [ > 0 tetszOleges paraméter.
Ekkor az (4) linedris programozasi feladat egyenletrendszerének a kovetkezé dtalakita-
sabdl a feladat megengedett megoldasainak egy a 8 > 0 paramétertol fiiggd serege
olvashaté le:

b = ) dipa;—Pa+ Pay = > dpa, — [ > dipa; + Pag =
i€l i€l i€lp
= > (di — Bdi) a; + Pay,
i€lp

Jelolje X a b vektor fenti eléallitasabél leolvashaté megolddsvektor sereget. Ennek
komponenseire:

:’Ef; = dij — Bd,i € Ip,
T o= b
33'5 = Oapngap#k

Megjegyezziik, hogy X” nyilvdnvaléan nem bézis megoldasvektor, hiszen k ¢ Ip és
’ffj = 3 > 0. Megmutatjuk, hogy X > 0, azaz megengedett megolddsvektor és a
hozzatartozé célfiiggvény értékek végtelenhez tartanak, ha 3 végtelenhez tart.

Mivel 7 = djg — Bdy > 0,i € I, hiszen djg > 0,8 > 0,dy, > 0,5 € Ip és T = > 0,
azért valéban X > 0, a megfelel célfiiggvényértékekre pedig:

cx? = > (dio — Bdig) i + Be = > dipci — B Y digei + Peg =

i€lp i€lp i€lp

= 20— Pz + Bey = doo + B (2 — cx) = doo + Bdok.

Ebbél azonnal lathaté, hogy ¢’X? — oo, ha 3 — oo, hiszen dy; > 0. O

Tétel. Ha az (9) szimplex tébla 3. tipust, akkor legyen k ¢ Ip egy tetszdleges,
a 3. tipusu szimplex tablanak megfelel6 index, azaz do, < 0, és legyen j € Ig egy
tetszoleges olyan index, amelyre a

min @ = @ (10)
icly Qv d;
dik >0

minimum megvalésul. Ekkor a By = B—{a;}+{a; } bazishoz is megengedett bazismegol-
dés tartozik és ezen a béazismegoldason az (4) linedris programozasi feladat célfiiggvény
értéke nem kisebb, mint a B bézishoz tartozé megengedett bazismegoldason volt.
Bizonyitas. Jelolje Ip, = Iz — {j} + {k} a B, béazis indexhalmazat. Allitsuk elé a
By béazishoz tartozd bazismegoldast. Ehhez vezessiik be most is a § > 0 paramétert.
Ezzel

12



b = > dipa;—Pa+ Pap = > dipa, — [ ) dypa; + Pay =

i€l i€l i€lp

= > (dio — Bdi) a; + Bay,

i€lp

ahol most a 3 > 0 paraméter értékét ugy célszerli megvalasztani, hogy j € Ip-re az a;
vektor egytuitthatoja nulla legyen:

d]O —ﬁd]k - 0
f=
I

ik
Ekkor tehat azt irhatjuk, hogy
djO
b= Z a;, + dfak,
i€lp gk

i#]

és a b vektornak ebbél az eléallitdsabsl pontosan a By bézishoz tartozé x(V bazis
megoldasvektor komponensei olvashatok le:

!EEI) = dip— %dikai €lp,,i #k,
1) djpo
x =
jk
V= 0,i¢Ip,.

Meg kell mutatni, hogy ez megengedett bazis megoldésvektor, vagyis x() > 0 és rajta a
célfiiggvény értéke nem kisebb, mint a B bazishoz tartozé megengedett bazismegoldason
volt, vagyis ¢/'x) > dy.

x>0, mert

(1) 70 > 0, hiszen djo > 0,d;; > 0,

xz(l) >0,0€lp,i #k pedlg a kovetkezOoképpen lathato be:

ha d;;, < 0, akkor x = d; 'O dug > 0, hiszen d;o > 0,djo > 0,d;, > 0,

ha d;;, > 0, akkor z; W _ g, 0 — —dzk > 0 a d;, > 0 értékkel torténo leosztas

, . . d;
és rendezés utan azt Jelentl, hogy d?z > ﬁ, ez viszont kovetkezik a
i J

j € Ipindex (10) kivalasztasi szabalyabdl.

A megfelel célfiiggvény értékekre pedig:

1(1 _ djo djo _ djo djo o
dx = 3 <di0 - dL_dik) ci+ o= ) <di0 - dL_dik> ci+ o =
. jk jk . Jk Jk
ZEIBl zE;gB
i#k 1#£]
djo
= z(%—4mgq Lo = Y docs = $2 Y dives + 2o =
i€lp i€lp ZEIB

= - g+ _Ck; doo + d% (2 —c) = doo + G0 gy,
din dn din

Mivel djo > 0,djr, > 0 és doi, < 0, /x> dy, kovetkezik. O
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Megjegyzés. Megjegyezziik, hogy a bizonyitasbol az is leolvashatd, hogy a célfiiggvény
értéke csak akkor maradhat valtozatlan, ha d;jo = 0. Az olyan bazisokat degeneral-
taknak nevezziik, amelyekre a bazis megoldasvektor bazis indexhalmazhoz tartozo
komponensei kozott is van nulla értékii. Tehat ha a B béazis nem degenerdlt, akkor a
By bézisra torténd attérés soran a célfliggvény értéke hatarozottan no.

Definicié. Szimplex mddszernek nevezziik a standard alakra transzformalt linearis
programozasi feladat megoldaséara szolgal6 azon algoritmust, amely a feladat egy megen-
gedett bazisabol kiindulva meghatarozza a hozza tartozé szimplex tablat. Ha a szimp-
lex tabla 1. tipusu, akkor leolvassa bel6le a megengedett bazishoz tartozé bazis me-
goldasvektort, mint a linearis programozasi feladat optimalis megoldasvektorat. Ha a
szimplex tabla 2. tipusu, akkor megallapitja, hogy a linearis programozasi feladatnak
nincs véges optimuma. Ha pedig a szimplex tabla 3. tipusu, akkor attér az 1.3 Tételben
bevezetett 4j B; bazisra, és megismétli a korabban mondottakat a By bazissal. Mindezt
addig teszi, mig 1, vagy 2. tipusu szimplex tabldhoz nem ér.

Az algoritmus tovabbi szemléletesebbé tétele céljabdl tekintsiik ismét az (4) formdban
felirt, standard alakra hozott linearis programozasi feladatot, valamint a hozza az (7) és
(8) képletekkel bevezetett segéd mennyiségeket. Ekkor a bazisvektorok linedris fligget-
lenségének és a b jobboldali vektor alabbi két eloallitasanak a felhasznalasaval

b = péap% = i (Z dz‘paz'> Tp= ) (Xn: dz’p%) a;,

p=1 \i€lp i€elg \p=1

b = Zdioaz‘,

i€l

a feladat linearis egyenletrendszere a kovetkezd ekvivalens alakra hozhato:

diO = Zdipxp,‘v’i S IB.

p=1

Ha ebben figyelembe vesszik a d;p,7 € Ig,p = 1,2,... ,n szamok tulajdonsagait, és
kissé atrendezve részletesebben kiirjuk az egyenleteket:

dz'lO — ( Ty dilklxkl + ... -+ dilktxkt ) = 0

dz’gO — ( Liq dile Ly + ... -+ dith.’L'kt ) = 0

dz}O — ( Zi, dirklxkl + ... + dirktxkt ) = 0
akkor ezt a linearis programozasi feladat egyenletrendszerének az z;,, z;,, . .. , x;, valto-

zokra nézve kifejezett alakjanak nevezziik. Jeloljiik z-vel a célfiiggvényt és hozzuk azt
is ennek megfelel6 alakra:

=0 —(cyTi — CipTiy — ... — G, T — Cpy Ty — . —  CRTg, ) = 2 .

z-nek ebben az alakjaban az x;,, x;,, ... , z; kifejezett valtozok konnyen eliminalhatok.
Ha ezt az elimindldst ugy hajtjuk végre, hogy a fenti kifejezett alaku egyenletrendszer

14



nullat jelenté egyenleteit rendre c;,, ¢, ... , ¢;.-rel szorozva a z-t definidlé egyenlethez
adjuk, akkor konnyen lathato, hogy a célfiiggvény ekvivalens marad és benne éppen
az (8) Osszefuiggéssel definidlt dp,,p = 1,2,... ,n egylitthatdk jelennck meg. Igy ha a
valtozdk nemnegativitési feltételeit is kiirjuk, a teljes (4) linedris programozasi feladat-
tal ekvivalens feladat:

dhO — ( Ly dilklxkl + ...+ dilktxkt> =0
dizo - ( Lig dizklxkl ..t dizktxkt> =0
: . : . . (11)
dz}O - ( Zi, dirklxkl + ...+ dirktxk't) =0
zy, >0, z,>0, ... x,>20, z,, >0, ... x4 >0
doo — ( doklxkl + ...+ dOktxkt) = Z —Inax
Ezt az alakot a teljes linedris programozasi feladat x;,,z;,,... ,x; valtozdkra nézve

kifejezett alakjanak nevezziik. Ebbdl azonnal lathatd, hogy a korabban bevezetett
szimplex tabla nem mas, mint az ebbdl az egyenletrendszerbdl kigytijtott d;,, 1 € Ip,i =
0;p =0,p € Ig,p € K egylitthatok tablazata. Ez az észrevétel tobb szempontbdl is
elonyos.

Eloszor megmutatjuk, hogy a szimplex tédblaval kapcsolatban korabban bebizonyitott
harom tétel milyen szemléletes jelentéssel bir.

Az (11) kifejezett alaku linedris programozési feladatrdl azonnal leolvashaté az a me-
goldéas, melyben x, = 0,k € K, hiszen x; = d;o, 1 € I ekkor kozvetleniil adodik. Ez pe-
dig a B megengedett bazishoz tartozd bazismegoldas. Ezen a megoldéason a célfiiggvény
értéke nyilvan z = dgg. Ha ennél nagyobb célfiiggvényi megoldést keresiink, az ugy
nyerhet6, hogy az x, = 0,k € K valtozok valamelyikének az értékét noveljiik. Ha
figyelembe vessziik a negativ zardjelezést, lathatd, hogy annak az x; valtozonak az
értékét kell novelni, amely mellett negativ dy, egytitthato all a célfiiggvényben.

Ha negativ do, egyiitthaté nem létezik, azaz dy, > 0,p € K (1. tipust szimplex tébla),
akkor az (11) kifejezett alakrdl azonnal leolvashatd, hogy z < dy, hiszen elegendé csak
az r, > 0,p € K korldtozasokat tekinteni.

Ha létezik negativ dg, egyiitthatd, akkor az xp valtozd értékének a novelésével no a
célfiiggvény z értéke és a kifejezett alaknak koszonhetoen az ezaltal okozott valtozas
minden linearis egyenletben korrigalhat6 az egyenlethez tartozé kifejezett valtozo érté-
kének a valtoztatasaval. Ennek az az elénye, hogy egy kifejezett valtozo értékének
a véltoztatasa egyetlen tovabbi egyenletben, még a célfiiggvényt definidlé egyenletben
sem okoz valtozast. Igy egyrészt az egyenletekben a valtozasok jol kezelhetok, masrészt
a célfiggvényben elért novekedés biztosan nem romlik el, amikor az egyenloségek
megdrzéséhez sziikséges korrekciokat a kifejezett valtozokkal végrehajtjuk!

Gondoljuk meg, hogy az elmondottak szerint mit jelent egy i € Ig indexhez tartozé
linearis egyenletben az x;, valtozo értékének a novelése altal okozott valtozas korrigalasa
az egyenlethez tartozd z; kifejezett valtozd értékének a valtoztatasaval? Ha az xy
valtozo d;. egyutthatoja nulla, akkor nincs mit korrigalni; ha negativ, akkor a zardjelen
beliili d;,xy értéki valtozas csokkenés, igy mindig korrigdlhaté az x; kifejezett valtozo
értékének a novelésével; ha pedig pozitiv, akkor a zardjelen beliili d;pxy értéki valtozas
novekedés, igy korrigalas az x; kifejezett valtozo értékének a csokkentésével hajthatéd
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végre, ennek pedig hatart szab az, hogy x; az indulé d;y értékérdl csak nullaig csokken-
theto, vagyis a korrigalas csak addig lehetséges, ameddig d;px, < dio, azaz x; értéke
nem novelhetd tovabb, mint d;q/d;.

Ha tehat dj < 0,7 € Ip (2. tipusu szimplex tébla), akkor x értéke a végtelenségig
novelheto, vagyis lathatd, hogy a linedris programozasi feladatnak nincs véges opti-
muma.

Ha pedig létezik d;, > 0,7 € I (3. tipusu szimplex tabla), akkor meg kell keresni az
ilyen i € I értékekre a d;o/d;; hdnyadosok minimumat (lasd (10)), és xy értékét erre
a szintre szabad csak felemelni.

Ekkor, ha j egy olyan i € Ip indexet jelol, amelyre a minimum megvaldsult, z; értékét
nulla szintre kell csokkenteni és igy az (11) kifejezett alakot at lehet alakitani olyannd,
hogy az xj, valtozd legyen az x; helyett kifejezett. Ez az dtalakitds egy egyszerti
eliminalassal elvégezhet6 és az atalakitds utan nyilvanvaléan olyan kifejezett alakot
nyertink, amelybdl a d;,,7 € Ip,i = 0;p = 0,p € Ip,p € K egylitthatokat kiszedve
éppen a By = B —{a;} + {a,} megengedett béazishoz tartozé szimplex tablat nyerjik.
Ez az észrevétel segit abban, hogy felirjuk a szimplex tabla transzformaciés formulait,
amikor a B megengedett bazisrél a B; megengedett bazisra tériink at. Vezessiik be a B
béazishoz tartozé szimplex tabla soraira mint sorvektorokra a §; = (do, d;1, ... ,dip) és a

B, bazishoz tartozo6 szimplex tébla soraira mint sorvektorokra a 51(1) = (dgé), dg), cee

dg?) jelolést, akkor a szimplex tablak mogé képzeve a megfelel6 kifejezett alakokat és
azok Gauss-Jordan eliminacioval torténd transzformadlasi szabalyait, azonnal kapjuk,
hogy

o _
) ’ M) di s . . (12)
5Z~ = 5Z—dzk(5k :5i—d;i5j,2613,27£]€,7/:0.
Ugyanez komponensenként felirva:
) = L
& G o o p=0,1,2...,n (13)
dip = dip_dikdkp :dip_ djkdjp,ZGIB,Z#k’,Z:O

A szimplex moddszer alap algoritmusat ez a két transzformaciés formula teszi teljessé.

3. A lexikografikus szimplex mddszer

Az 2. szakaszban adott példa azt mutatta, hogy a szimplex mddszer alap algorit-
musanak alkalmazéasakor eléfordulhat az a kellemetlen helyzet, hogy a béazisba bejovo,
illetve a bazisbdél kimend vektor kivalasztasanak az algoritmusban meghagyott sza-
badsigat olymodon tessziik egyértelmiivé, hogy degeneralt bazisok soran at, valtozatlan
célfiiggvény értékkel gy halad az algoritmus, hogy visszajut egy olyan megengedett
bézishoz, amelyiknél kordbban mar jart. Ekkor, ha nem valtoztatunk a valasztasok
egyértelmiisitésén, a végtelenségig ebben a ciklusban fog az algoritmusunk keringeni.
Ezt a helyzetet nevezziik a szimplex mddszer alap algoritmusa ciklizalasanak.
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Meg kell jegyezni, hogy a szimplex mddszer alap algoritmusanak a szamitégépes meg-
valdsitasai esetén a ciklizalas gyakorlatilag sohasem tart a végtelenségig (a program
futésa felfiiggesztéséig), hanem a program el6bb, vagy utébb automatikusan kiugrik
beldle. Ennek az a magyarazata, hogy az azonos szamitasi ciklus nagyszamu ismétlése
soran a halmozédoé szamitasi pontatlansdgok miatt egyszer csak annyira torzulnak a gép
altal szamitott értékek, hogy az algoritmus a rogzitett kivalasztasi szabalyok ellenére is
mas utra téved. A ciklizalast bizonyithatéan elker6 algoritmus varians kidolgozasanak
tehat sokkal inkabb elméleti, mint gyakorlati a jelentésége. Hasonléan fontos azonban
a szimplex modszer alap algoritmusanak olyan mddositasa is, amely kell védelmet tud
nytdjtani a szamitasi pontatlansagok halmozodasa ellen. Az alap algoritmusnak ezt a
valtozatat modositott szimplex modszernek nevezziik és egy késébbi szakaszban fogjuk
targyalni.

A ciklizalas bizonyithato elkeriilésére tobb maddszer is 1étezik. Az elkdvetkezdkben is-
mertetendd méodszer neve lexikografikus szimplex mdédszer. A szimplex médszernek
ez a véltozata elészor A. CHARNES 1952-ben publikalt cikkében (lasd [1]) jelent meg,
0 azonban perturbacidés médszernek nevezte azt. A modszerre 1955-ben 1j bizonyitast
kozolt G. B. DANTZIG, A. ORDEN és P. WOLFE (lasd [6]), azonban az aldbbiakban
ismertetendd egyszeri(i targyaldst PREKOPA ANDRAS irta le eldszor [12] jegyzetében.

A mébdszer targyaldsat néhany definicioval kezdjiik.

Definicié. Azt mondjuk, hogy egy n-dimenziés x vektor lexikografikusan pozitiv
(jelolése x = 0), ha az x vektor elsé nullatol kiillénbéz6 komponense pozitiv.

Definicié. Azt mondjuk, hogy egy n-dimenzids y vektor lexikografikusan nagyobb,
mint egy n-dimenziés x vektor, ha y — x > 0, vagy szavakkal, ha az x és y vektorok
komponensenkénti Osszehasonlitasa soran az els6 nem azonosan egyenlé komponens
parban az y vektor komponense nagyobb, mint az x vektor komponense.

Definicié. Azt mondjuk, hogy egy B bazishoz tatozé szimplex tabla lexikografikusan
pozitiv, ha a tabla d;,7 € Ig sorai, mint n + 1-dimenzids sorvektorok lexikografikusan
pozitivak.

Definicié. Lexikografikus kivalasztasi szabdly. A bazist elhagyé a; vektor kiva-
lasztasanak az a médja, amikor a j € Ip indexet ugy vélasztjuk ki, hogy

1
lex min —d; = —¢; (14)
ielp i djx
di, >0

teljestiljon.

Vegyiik észre, hogy a lexikografikus kivalasztasi szabaly az (10) kozonséges kivalaszté-
si szaballyal azonos eredményre vezet, ha ez utobbi egyértelmiien valasztja ki a bazist
elhagyé vektor j indexét. Vektorok lexikografikus minimum keresése ugyanis éppen
ugy realizalhato, hogy el6szor az elsé komponensek minimumat keressiitk meg, ha az
nem egyértelmi, akkor az addig minimumként szébajoheté vektorok masodik kompo-
nenseire keressitk a minimumot és igy tovabb. Az is lathatd, hogy ezzel az eljarassal a
béazist elhagyd vektor j indexének a kivalasztasa mindig egyértelmii lesz. Ehhez elég
az, hogy a szimplex tabla egyik sora sem szamszorosa a masiknk, mivel mindig van a
tablanak egy teljes egységmatrix része.

Definicié. Lexikografikus szimplex médszer. A szimplex mddszer alap algorit-
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musanak olyan végrehajtasa, amikor lexikografikosan pozitiv szimplex tablabdl indulva,
a bazist elhagyo vektort mindig a lexikografikus kivalasztasi szabéllyal hatarozzuk meg.

A lexikografikus szimplex moddszer fenti definicidja csak akkor bir valédi tartalom-
mal, ha megmutatjuk, hogy tetszéleges megengedett bazishoz tartozé szimplex tabla
felirhaté lexikografikusan pozitiv médon. Ez azonban igy van, hiszen megengedett
béazishoz tarozé szimplex tabla esetén a 6;,7 € Ig vektorok els6 komponensei nem-
negativak, ezt kdévetden pedig a linearis programozasi feladat valtozéinak alkalmas
sorszamozasaval mindig elérhetd, hogy a megengedett bazisbeli oszlopvektorok legye-
nek elol. Igy a szimplex tabla nemnegativ elsé oszlopat egy teljes egységmatrix koveti,
ez pedig elegend6 a d;,1 € Ig vektorok lexikografikus pozitivitasahoz.

A lexikografikus szimplex modszerrel kapcsolatban a kovetkezd két allitast bizonyitjuk

be.

Tétel. A lexikografikus szimplex mddszer alkalmazasa sordn minden szimplex tabla
lexikografikusan pozitiv.

Bizonyitas. Bar mar lattuk azt, hogy barmely megengedett bazishoz tartozo szim-
plex tabla mindig felirhaté lexikografikusan pozitiv modon, a tétel allitasa mégis bi-
zonyitasra szorul, mivel a lexikografikus szimplex mddszer alkalmazasakor nincs meg-
engedve a valtozok sorszamozasanak a megvaltoztatdasa, azaz a szimplex tabla felso
peremére irt oszlopvektorok sorrendje induldskor régzitendo. Elegendd csak annyit
megmutatni, hogy a lexikografikus szimplex mddszer alkalmazasakor egyik szimplex
tablardl a masikra attérve a tabla lexikografikus ¢;,¢ € I sorvektorai lexikografikusan
pozitivak maradnak. Tekintsiik ehhez a B bézisrél a By = B — {a;} + {a;} bézisra
torténd attérés (12) transzformacios formulait. Ebben
1

o) = d. 0; = 0, mivel dj. >0 és 0; - 0,

J

a 52(1),2' € Ip,i # k sorvektorok lexikografikus pozitivitasanak a bizonyitasahoz pedig
azt kell megmutatni, hogy

d;
6 — L6, = 0ielp ik
d;
Ha d;;, <0, akkor ez trividlisan igaz, hiszen ¢; > 0,d,; > 0 és §,; > 0.

Ha d;;. > 0, akkor pedig d;;-val osztva és atrendezve az egyenldtlenséget:

1 1
5 -

— =5
di d;

J

kell, hogy legyen. Ez viszont az (14) lexikografikus kivalasztasi szabély alkalmazasa
miatt mindig teljestil. O

Tétel. A lexikografikus szimplex modszer alkalmazasakor a szimplex tabla utolsé sora,
a 0y sorvektor iteraciérol iteraciéra lexikografikusan no.

Bizonyitas. A B bézisrél a By = B —{a;} + {a;} bézisra torténd attérés (12) transz-
formaciés formuldi a szimplex tabla utolsé soranak a transzformécidjara azt adjak,
hogy
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sV =g, — =2%5..
0 0 djk; J
Ezt atrendezve:
d
5N — 6y = =246, » 0,
d;

hiszen do;, < 0,djr, > 0 és 6; > 0. O

Az utoljara bizonyitott tételbol mar egyszertien kovetkezik a lexikografikus szimplex
modszer végessége. Bar a célfiiggvény értékének az iteracionkénti hatarozott novekedé-
sét tovabbra se tudjuk biztositani, az utolsé tétel értelmében a lexikografikus szimplex
modszer soran a szimplex tébla teljes utolsé sora viszont lexikografikusan né. Ez elég
ahhoz, hogy egyetlen olyan megengedett bazis se térhessen vissza, amelyen méar jartunk
korabban. Ez a megengedett bazisok véges szama miatt a lexikografikus szimplex
modszer végességét biztositja.

4. A kétfazisu szimplex modszer

A kétfazisu szimplex moédszert G. B. DANTZIG és A. ORDEN dolgoztak ki a Rand
Corporation—nél az 1950-es évek elején. Ebben a szakaszban az 6 téargyalasméodjuk
szerint haladunk, melyet PREKOPA ANDRAS is kovetett [12] jegyzetében.

Az 2. szakaszban megismert algoritmussal csak akkor tudunk egy linearis programozasi
feladatot megoldani, ha ismerjiik a feladat egy megengedett bazisat. Bizonyos tipusi
feladatok esetén azok jellegébdl kovetkezoen konnyen adédik megengedett bazis, amely-
bol a szimplex algoritmussal torténé megoldasuk elindithaté. Ilyen példaul az szakasz-
ban a termékdsszetétel optimalizalasara felirt (1) feladat. Ebben a feladatban kénnyen
elfogadhato az a tovabbi feltétel, hogy minden i-re b; > 0, hiszen azok az optima-
lizalasi idoszak alatt rendelkezésre allo eroforras mennyiségeket modellezik. Minden
linearis korlatozo feltételhez bevezetve az x,; > 0 segédvaltozokat, a standard alakra
hozott feladatban éppen az ezekhez az 1j valtozdkhoz tartozd egység oszlopvektorok
fognak trivialis indulé megengedett bazist alkotni. Itt a trivialis sz6 nem annyira a
megengedett bazis trividlis megtaldlasara, mint inkdbb arra utal, hogy ez az induld
megengedett bazis még azzal a tovabbi jo tulajdonsaggal is rendelkezik, hogy a benne
szereplo oszlopvektorok megfeleld sorrendii felsorolasa mellett a matrixa egységmatrix.
Ez a tulajdonsiga pedig lényegesen leegyszertisiti, trividlissa teszi a hozzatartozo szimp-
lex tébla felirdsat, mivel az (7) elééllitasokban szerepld d;, egyiitthatok szamitdsdhoz
nem sziikséges semmiféle linearis egyenletrendszert sem megoldani, hiszen azok az
eléallitandé oszlopvektorok koordinatédival egyenlok.

Sajnos nem minden esetben ez a helyzet. Tegyiik fel, hogy a standard alakra tran-
szformalt linearis programozasi feladatban a jobboldalon all6 szamok mind nemne-
gativak. Ez nem jelenti az altalanossdg megszoritasat, hiszen az egyenloség kialakitasa
utan, ha a jobboldalon negativ szam &llna, szabad az egyenletet minusz eggyel megs-
zorozni. Ekkor meg kell vizsgalni az egyenletrendszer egyiitthatomatrixat. Ha létezik
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benne (akar szétszértan is) egy teljes egysagmatrix, akkor annak az oszlopvektorait
megfelel6 sorrendben véve egy bazisba, az trividlis indulé megengedett bazis lesz. Ha
nem ez a helyzet, akkor adjunk minden feltételi egyenloséghez egy nemnegativ értékeket
felvevo, tugynevezett mesterséges valtozot, majd egy elozetes fazisképpen minima-
lizaljuk ezek Osszegét, mint mesterséges célfiiggvényt, bizva abban, hogy azok mind
eltiintethetok. Ha az i-edik feltételi egyenegyenloséghez bevezetett mesterséges valtozot
xiﬁiz vel jeloljiik, és a minimalzalandé célfiiggvényt maximalizalandova alakitjuk, akkor
az elOzetes fazisban megoldandé feladat a kovetkezo:

(a)

a11r1  +  aiexres + ...+ Qa2 +Z, 1 = b
agiTy  + Aty + ...+ G, +2', — by
Am1T1  +  GmaTs + ...+ Appdy +x£L“J)rm =b,,

ry 20, 2320, Tn > 0, x;all >0, :cﬂQ >0, ... xfﬁ)rm >0
( —xfﬁil —xfﬁiQ - —xﬁﬁim) — max

Ez egy standard alaku linedris programozasi feladat, melyet az el6zokben megismert
algoritmussal meg tudunk oldani, hiszen a bevezetett mesterséges valtozokhoz tar-
tozé egység oszlopvektorok a feladat trivialis indulé megengedett bazisat adjak. A
fenti feladatnak a szimplex mddszer alap algoritmusaval torténé megoldésat a szimp-
lex médszer elso fazisanak nevezziik. Mivel nemnegativ valtozék negativ Osszege
nullanal nagyobb nem lehet, az elso fazis feladatnak mindig van véges optimuma. A
véges optimum értékét illetden azonban két esetet kell megkiillonboztetni:

1. FEset. Az elso fazis feladat optimum értéke negativ.

Ekkor az eredeti, mesterséges valtozok nélkiili linearis programozasi feladatnak
nincs megengedett megoldasa. Ha lenne ugyanis x* megengedett megoldésa,
azaz Ax* = b,x* > 0 lenne, akkor erre az x*-ra és x(% = 0-ra Ax* + Ex(® =
b,x* > 0,x* > 0 volna, azaz x* és x( = 0 az els§ fizis feladat egy nulla
célfiiggvényértékii megengedett megoldasa volna. Ez pedig ellentmond annak,
hogy az els6 fazis feladat optimum értéke negativ.

2. Eset. Az els6 fazis feladat optimum értéke nulla.

Ekkor minden mesterséges valtozé nulla értékii kell, hogy legyen az optimalis
megoldasban, hiszen nemnegativ valtozok Osszege (negativ Osszege) csak igy lehet
nulla. Ez ismét kétféleképpen lehetséges:

(a) Eset. Nem maradt mesterséges valtozé az optimaélis bazisban.

Ekkor az optimalis bazisban m szamu eredeti oszlopvektor van, igy ezek az
eredeti (mesterséges valtozok nélkiili) feladat megengedett bazisat alkotjak.
Az optimalis szimplex tabldbdl a mesterséges valtozoknak megfelel6 osz-
lopok elhagyhatok, a mesterséges célfiiggvénynek megfelel6 z — ¢ sor felvalt-
hato az eredeti célfiiggvény hasonlo soraval és az eredeti linearis programoza-
si feladat optimalis megoldasa meghatarozhaté az el6zékben megismert
szimplex mddszer alap algoritmusaval. Ezt a szimplex médszer masodik
fazisanak nevezziik.
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(b) Eset. Maradt egy, vagy tObb mesterséges valtozd az optimalis bazisban.

Mivel tudjuk, hogy a 2. esetben az optimalis megolddsban minden mestersé-
ges valtozé nulla értékii, azért ezek a mesterséges valtozok nulla szinten van-
nak az optimalis bazisban. Ez a tény lehetoséget ad arra, hogy megkiséreljiik
oket kicserélni eredeti oszlopvektorokra. Ennek a technikajat itt nem részle-
tezziik, csak annyit jegyziink meg, hogy ilyenkor generdlé elemként egy-
arant lehet pozitiv és negativ értékil elemet is valasztani. Elofordulhat
azonban, hogy egy vagy tobb nulla szinten az optimdlis bazisban maradt
mesterséges valtozéhoz tartozé szimplex tabla sorban mar csak csupa nulla
elemet taldlunk az eredeti oszlopvektorok alatt. Ilyenkor ez az utdlagos
cserélgetés elakad, ezek a mesterséges valtozok nulla szinten véglegesen bent-
maradtak az optimalis bazisban. Tehat ismét két esetet kell megkiilonboz-
tetnink:

i. Eset. Minden mesterséges valtozot sikerilt az optimélis bézisbol ki-
vinni.
Ezzel visszajutottunk a 2a. esetre, ismét folytathatjuk az eredeti linearis
programozasi feladat megoldasat a masodik fazissal.

ii. Eset. Maradt egy, vagy tobb mesterséges valtozd véglegesen az op-
timalis bazisban.
Ekkor az optimalis bézisban m-nél kevesebb eredeti oszlopvektor ma-
radt, ezért nem nyertiink egy teljes megengedett induld bazist az ere-
deti linedris programozasi feladathoz. Szerencsére meg lehet mutatni,
hogy ilyenkor az optimélis bazisban nulla szinten végleg bentmaradt
mesterséges valtozok olyan feltételi egyenloségekhez lettek bevezetve,
amelyek az Osszes tobbi feltételi egyenloségnek kovetkezményei. Az ere-
deti feladatbol ezek a feltételi egyenloségek ezért elhagyhatok, és igy
mar annyi eredeti oszlopvektor maradt az optimélis bazisban, amennyi
egyaltalan maradhatott. Ezekbdl indulva a 2a. esethez hasonléan foly-
tatni lehet az eredeti feladat megoldasat a masodik fazissal. A kiilonbség
csak anynyi, hogy most nem csak a mesterséges valtozékhoz tartozé
oszlopokat, hanem a mesterséges valtozokhoz tartozé sorokat is el kell
hagyni az els6 fazis feladat optimélis szimplex tablajabdl. Ezutén lehet
venni az eredeti feladat célfiiggvényének megfelelo z — ¢ sort, és ezzel
folytatni az eredeti linearis programozasi feladat megoldasat a masodik
fazissal.

A szimplex modszer elso és masodik fazisat egyiitt kétfazisi szimplex moédszernek
nevezzilkk és amint lattuk, egy altalanos linedris programozasi feladat megoldasdhoz
tipikusan erre van sziikség. A kétfazisu szimplex modszerre vonatkozoan két fontos
észrevételt teszink.

Az els6 az, hogy csak az egyszeriibb leirhatosag érdekében vezettiink be minden feltételi
egyenlethez mesterséges valtozot. Nyilvanvaloan sziikségtelen mesterséges valtozo be-
vezetése olyan feltételi egyenlethez, amelyben van olyan valtozd, hogy az csak abban az
egyenletben szerepel egy (esetleg més pozitiv) egyiitthatéval. Ekkor (az esetleges egytél
kiillénboz6 pozitiv egylitthatéval az egyenletet leosztva) ez a valtozo szerepeltethet az
elso fazis feladat trivialis indulé megengedett bazisaban. Természetesen ilyenkor is csak
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a mesterséges valtozdk negativ Osszegét kell maximalizalni. A feladat kézi megoldasa
soran igy eljarva sok szamolast megtakarithatunk magunknak.

A masodik észrevétel az, hogy a szimplex médszer alap algoritmusat mindig olyan fela-
datra alkalmazzuk, amelyben a feltételi egyenletrendszer teljes sorrangu, hiszen
az elso fazisban a mesterséges valtozok bevezetésével mesterségesen ilyenné tettiik a me-
goldandé feladatot, a masodik fazisban pedig mar elhagytuk az eredeti feltételi egyenle-
tek koziil az esetleges kovetkezmény feltételeket. Ezt az eddigi jelolés rendszeriinkben
azzal lehet kifejezésre juttatni, hogy r helyett m-et hasznalhatunk a bazisvektorok
felsorolasakor.

5. A moédositott szimplex modszer

A moédositott szimplex mddszer kidolgozasa G. B. DANTZzIG nevéhez kotodik ([4]),
majd W. ORCHARD-HAYS fejlesztette azt tovabb (ldsd [10] és [11]).

A kétfazisu szimplex mddszer fontos kovetkezménye az, hogy a szimplex mddszer alap
algoritmusa alkalmazasakor mindig feltehetjiik, hogy a megoldani kivant linearis prog-
ramozasi feladat feltételi egyenletrendszere teljes sorrangi, azaz a B megengedett
béazisok m szamu egyilitthaté oszlopvektorbdl allnak. Ha nem csak a bazisvektorok
halmazat jeloljiik ezentil B-vel, hanem a beldliik 0sszeallitott m x m méretii matrixot
is, akkor B-rol tudjuk, hogy négyzetes és igy a bazisvektorok linearis fiiggetlensége
miatt invertdlhaté méatrix. Gondoljuk meg, nem lehetne-e a szimplex moddszer alap
algoritmusanak a végrehajtdsaban ezt az észrevételt felhasznalni. Ez mindenekel6tt az-
zal az elénnyel jarna, hogy felhasznalhatova valnanak a matrix invertaldsra korabban
kifejlesztett, numerikusan stabil, megbizhatd szamitégépes programok, illetve olyan
magasabbszintli programnyelvek, amelyekben a matrixok inverzét egyetlen utasitassal
nyerhetjik.

ElSszor nézziik meg, hogy az aktudlis megengedett bazis méatrixa B~! inverzének is-
meretében hogyan szamithatok a szimplex tabla felirdsdhoz sziikséges d;p, i € I, =
0;p=0,1,2,...,n szamok.

Jelolje a szimplex tabla oszlopaiban &ll6 szamokbdl (az utolsd, z — c-vel jeldlt sorban
16v6tél eltekintve) alkotott m-méretii oszlopvektorokat

dip
d, = difp p=01,2.. .n
dz‘;np
Mivel
di,p
ap:Zdipai:(ail,al-Q,... ,a;,) difp =Bd,,p=0,1,2,...n,
ielp di;np
azért
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d,=B"'a,p=0,1,2,...n.

Jelolje tovabba a célfiiggvény B bazisnak megfelelo komponenseibdl alkotott sorvektort:

cp=(ciy,.. ).
Ekkor az utolsd, z — c-vel jelolt sorban 1év6 do,,p = 0,1,2,... ,n szdmok egyszertien
ugy szamolhatok, hogy
dilp
dizp
dop = 2p—Cp= D dipti —p = (Cirs - ,Cip,) . — 6=
i€lp :
imp
= cgd,—c,=cgBta,—¢,,p=0,1,2,... ,n.

A szimplex médszer alap algoritmusat végiggondolva, azonnal lathatjuk, hogy az aktua-
lis megengedett bazis matrixa inverzének rendelkezésre alldsra mellett egy iteracios
1épés végrehajtasahoz nincs sziikség a teljes szimplex tablaban foglalt informaciéra.
Ezt kihasznalva az alabbi algoritmus-valtozat készitheto:

Explicit bazisinverz szimplex modszer

1. Lépés. Szamitsuk sorra a do, = B 'a, — ¢p,p = 1,2,...,n szdmokat. Az
elsO negativ értéket jeloljiikk dgg-val és menjiink a 2. 1épésre. Ha minden p-re
dop > 0,p = 1,2,... ,n, akkor alljunk le, az aktudlis B megengedett bazis a
feladat optimalis bazisa.

2. Lépés. Szamitsuk a d,, = B~ 'a; vektort, ha ennek a komponenseire d;; < 0,7 €
Ip, akkor alljunk le, a linearis programozasi feladatnak nincs véges optimuma.
Kiilénben szamitsuk a dy = B~ 'ag vektort is és a dj; > 0,7 € Iz komponensekkel
képezziik a d;o/d; hanyadosokat. Legyen j € Ip egy olyan index, amelyre a
képzett hanyadosok minimuma valésul meg. Menjiink a 3. 1épésre.

3. Lépés. Hagyjuk el a bézisbdl az a; vektort és vegyiik hozza az a; vektort. Hata-
rozzuk meg a modositott bazismatrix inverzét és menjink az 1. lépésre.

A szamitasok ilyen végrehajtasanak nagy elénye a numerikus stabilitas, feltéve, hogy
a 3. lépésben a moédositott bazismatrix inverzét egy megbizhaté matrix invertald ru-
tinnal végezziik. Ugyanez azonban az algoritmus hétranya is, hiszen elonytelennek
tlinik az, hogy mintegy minden iteraciéban elfelejtsiik a bazismatrix inverzét, és egy
alig megvaltozott (egy oszlopban kiilénboz4) bazismatrix inverzét gy szamitsuk ujra,
mintha az el6z6 inverzét nem is ismertiik volna. A kovetkezokben megmutatjuk, hogy
milyen kapcsolat van két olyan bazis matrix inverze kozott, amelyek egymastél csak
egy oszlopukban kiilonboznek.

Legyen
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B = {aila"' y Qig—15 g, Qi i1, - - 7a’im}7

azaz az a; vektor legyen a g-adik helyen a B bazisban és egy tovabbi a;, oszlopvektorra
legyen

ap = Z dika], djk 7& 0.

i€l

Ekkor a B és a

Bl = {ai17 oo 7aiq717ak7aiq+la e 7aim}

bazisok matrixai kozott a kovetkezd kapcesolat all fent:

1 d;
1 di—1k
dj (ail,... ,aiq_l,aj,aiqﬂ,... ,aim) =
dijy1 e 1
d;, .k 1
= (aip"' 7aiq717akaaiq+17"' 7aim)7
vagy tomorebben irva
1 disk
1 dig—1x
d; B = B;.
dijy16 1
d;, 1 1

Ezt a matrix egyenletet invertalva azt kapjuk, hogy

-1 _ 1 -1




Az 1j bazis matrix inverzét a régibol attranszformald, igynevezett elemi transzformalo
oszlop matrixra bevezetve az

jelolést, végiilis azt kaptuk, hogy

Bi'=F B

A szimplex médszer alkalmazédsakor vagy van trividlis indulé megengedett bazisunk,
vagy a kétfazisu szimplex modszer els6 fazisat ugyancsak a trividlis bazisbol inditjuk.
Ezért az indulé bazismatrix minden esetben az egységmatrix, és igy az s-edik iteraciéban
az aktualis bazismatrix inverze a kovetkezd tigynevezett szorzat alakban &ll el6:

B;l = Fst,1 . 'F2F1.

A bazismatrix inverzének ezt az alakjat az elobb leirt algoritmusban a kovetkezo
szdmitdsokban hasznaljuk. Az 1. lépésben a ©' = cz3B~! dgynevezett arazévektor
szamitasakor

' =cyB ' =y FF, - FF, (15)

a 2. lépésben pedig a d, = B~ la;, és dg = B~ 'ay transzformalt vektorok eléallitasakor

dy :Fstfl"'FQFlaka (16)

do = FsFs_1 -+ FaFhag.
Az (15) szamitasok egy sorvektor elemi transzformalé oszlopvektorokkal jobbrdl vald
szorzasanak a sorozatabdl allnak, mely szorzasok soran az elemi transzformald osz-
lopmatrixokat az eloallitasi sorrendjiikkel ellentétes, visszafelé haladé sorrendben hasz-
naljuk fel. Ezért ezt a szamitds sorozatot visszafelé haladé transzformaciénak
(angolul: ”backward transformation”, vagy roviditve BTRAN) nevezziik. Ennek min-
den 1épése soran egy

/
X = (171,... y Xj—1, L5y i1y - ,IL‘m)
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m-méretii sorvektort szorzunk jobbrél egy, a j-edik oszlopvektordban nem trivialis
1 Ui
L mja

1y
Nj+1 1

Mm 1
elemi transzformélé oszlopmatrixszal. Ez a transzformdcié azonnal lathatéan az x’
sorvektort a kovetkezd sorvektorba transzformalja &t:

(xla"' 7xjflazxi77i7xj+la"' 7xm)- (17)
i=1

Az (16) szamitasok egy oszlopvektor elemi transzformélé oszlopvektorokkal balrél vals
szorzasanak a sorozatabdl allnak, mely szorzasok soran az elemi transzformald osz-
lopmatrixokat az eloallitasi sorrendjiikkel megegyez6, elére halado sorrendben hasznél-
juk fel. Ezért ezt a szamitds sorozatot el6re haladé transzformaéciénak (angolul:
"forward transformation”, vagy roviditve FTRAN) nevezziik. Ennek minden 1épése
soran egy

n
Yj—1

y = Y
Yj+1

Ym

m-méretii oszlopvektort szorzunk balrdl egy, a j-edik oszlopvektoraban nem trivialis

1 Ui
Lomja

Ui
Nj+1 1

Thm 1
elemi transzformald oszlopmatrixszal. Ez a transzformécié azonnal lathatbéan az y
oszlopvektort a kovetkezo oszlopvektorba transzformalja at:
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Y1+ My

Yj—1 + Nj-1Y;
n;Y; : (18)
Yj+1 + Nj+1Y;

Ym + nmyj

Mind az (17), mind pedig az (18) transzforméciok elemi szdmitdsokat tartalmaznak,
azok barmely magasszinti programozasi nyelven néhény soros programrészlettel meg-
valosithatok. Ezeket beépitve az explicit bazisinverz szimplex maddszer algoritmusaba
nyerjiik a moédositott szimplex mddszert:

Moddositott szimplex mddszer

1. Lépés. Szamitsuk ki egy BTRAN transzformdcioval a ' = cgFiFs_1--- FoF)

arazévektort, majd szamitsuk sorra a do, = m'a, —¢,,p = 1,2,... ,n szamokat.
Az elsO negativ értéket jeloljiik dog-val és menjlink a 2. lépésre. Ha minden p-
re dop, > 0,p = 1,2,... ,n, akkor alljunk le, az aktualis B megengedett bazis a

feladat optimalis bazisa.

2. Lépés. Szamitsuk ki egy FTRAN transzforméacioval ady, = F,F,_1 - - - Fy Flay, vek-
tort, ha ennek a komponenseire d;, < 0,7 € I, akkor alljunk le, a linearis prog-
ramozasi feladatnak nincs véges optimuma. Kiilonben szamitsuk ki egy tovabbi
FTRAN transzformaciéval adg = F,F,_1--- FyFay vektort isésa d;, > 0,1 € Ip
komponensekkel képezziik a d;o/d;x hanyadosokat. Legyen j € Ip egy olyan in-
dex, amelyre a képzett hanyadosok minimuma valésul meg. Menjiink a 3. 1épésre.

3. Lépés. Hagyjuk el a bazisbdl az a; vektort és vegyiik hozza az a;, vektort. Készit-
siink el a dy vektor komponenseibol egy 1j elemi transzformalé oszlopmatrixot,
taroljuk a nemtrivialis oszlopat, valamint annak oszlopindexét és menjiink az 1.
1épésre.

Lathato, hogy a médositott szimplex modszer ”lelkét” a BTRAN és az FTRAN transz-
formaciok jelentik. Sajnos azonban az is lathatd, hogy elveszitettiik az explicit bazisin-
verz szimplex modszer numerikus stabilitdsat, hiszen a bazisba bejovo ay és a bazist
elhagyé a; oszlopvektorok valasztasakor nem lehet arra tigyelni, hogy a d;;, generald,
vagy mas szoval pivot elem a leheto legnagyobb értéki legyen, hanem azokat a szimp-
lex médszer viszonylag merev szabalyai szerint kell valasztanunk. Ugyanakkor az is
jellemz6 a szimplex moédszerre, hogy egyes oszlopvektorok tobbszor kikeriilnek, majd
kés6bb ismét visszakeriilnek a bazisba. Ez a tobbszorosen ismétlédd csere nagyon
megnovelheti az aktudlis bazismatrix inverzét szorzat alakban el6allité elemi transz-
formdld oszlopmatrixok szamat. Ez a két rossz tulajdonsag indokolja azt, hogy a
modositott szimplex modszer végrehajtasa soran idonként célszerti ledllni, és egy ugyne-
vezett djrainvertalassal ismét eloallitani az aktualis bézis inverzét. Ekkor, mivel
ismerjiikk a szimplex iteracidkkal elért bazist, annak az inverzét elolrol indulva tjra
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el6 tudjuk ugy allitani, hogy a generalé elemeket nem a szimplex modszer szabalyai
szerint, hanem a numerikus stabilitdas szempontjai szerint vélasztjuk. Egy egy ilyen

//////

iteraciok nem csak numerikusan lesznek pontosabbak, hanem a szdmitasi sebességiik
is szamottevéen javul. A legnagyobb méretli linearis programozasi feladatok me-
goldasakor is az a célszerii, hogy mintegy 50 iteraciénként wjrainvertalast hajtsunk
végre.

6. A dual szimplex moddszer

A dudl szimplex médszert C. E. LEMKE dolgozta ki (1asd [9]).

Tekintsiik példaként a kovetkezd linedris programozasi feladatot.

2{L‘1 + i) Z 1
21 + 5xy > 4
—-r1 -+ ) > 0
—ry - rg = =D
—T1 — 2?[72 Z —4

r1 2> 0, T9 >0
(5?[71 + 4?[72) —  min

Szorozzuk az egyenlotlenségeket minusz eggyel, majd vezessiikk be az x3, x4, 5, ¢, T7
nemnegativ segédvaltozdkat, hogy a feltételi egyenlotlenségekbol egyenloségeket hoz-
zunk létre:

—21‘1 — T3 + x3 = —1
—2.%'1 — 5.%'2 + x4 = —4
I — X9 + x5 = 0
z + 2 + X6 = 5 (19)
T + 29 + xr = 4
17120, {L‘QZO, 17320, {L‘4ZO, 17520, 17620, ZL‘7ZO
(521 + 4x ) — min

Ha az eddig megismert szimplex médszerrel akarjuk megoldania (19) feladatot, akkor
mivel a B = {as3, ay,as,ag, a;} trividlis induld bézis nem megengedett, a kétfazisu
szimplex modszer mindkét bazisara sziikség van. Mégis irjuk fel a trivialis indulé
bazisnak megfelel6 szimplex tablat:

B aq aj Ao a3 A4 as ag ary
az |—-1|-2 -1 1 0 0 0 O
ay |—4(-2 -5 0 1 0 0 O
as | 0Ol 1 -1 0 0 1 0 0 (20)
ag ) 1 1 0 0 0 1 O
ay 4 1 2 0 0 0 0 1
z—c| O0|-5 -4 0 0 O 0 O

Ebbél leolvashaté a trividlis indulé bézis egy masik ”jé tulajdonsdga”. Mivel az (19)
linedris programozasi feladat célfiiggvénye minimalizalando, azért a z — ¢ kiillonbségek-
nek nullanal kisebb vagy egyenlének kell lenni ahhoz, hogy egy bazis optimalis legyen.
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Ez pedig a (20) szimplex tablabdl leolvashatéan a trividlis indulé béazis esetében tel-
jestil. Felmeriil ezért az a gondolat, hogy a szimplex tablanak ezt a ”jé tulajdonsa-
gat” megorizve probaljuk meg elérni, hogy a béazis megengedettsége is teljesiiljon, azaz
dip > 0,1 € Ip legyen.

Definicié. A B bézis primal megengedett, ha a hozza tartozé szimplex tablaban
dip > 0,7 € Ip.

Definicié. A B bazis dual megengedett, ha a hozza tartozé szimplex tablaban
minimalizalandé célfiiggvény esetén dp, < 0,p ¢ Ip, maximalizdlandé célfiiggvény
esetén do, > 0,p ¢ Ip.

Az eddig targyalt szimplex mddszert ezentil primal szimplex modszernek fogjuk
nevezni, ennek a lényege az volt, hogy primal megengedett bazisbdl indulva, a primal
megengedettség megorzésével igyekezett elérni, hogy a bazis dudl megengedett is legyen.
Amennyiben ezt nem lehetett elérni, akkor be tudtuk latni azt, hogy a megoldani kivant
feladatnak nincs véges optimuma.

Ebben a szakaszban olyan szimplex mddszert vezetiink be, amelyet dual szimplex
modszernek neveziink, és amely lényege az lesz, hogy dudl megengedett bazisbdl in-
dulva, a dual megengedettség megorzésével igyekszik elérni, hogy a bazis primal me-
gengedett is legyen. Amennyiben ezt nem lehet elérni, akkor be fogjuk latni, hogy a
megoldani kivant feladatnak nincs megengedett megoldasa.

Ehhez tekintsiik az (20) szimplex tdbla mogott rejlé kifejezett alakot:

—1— (—2.%’1 — X9 + a3 ) = 0
—4—  (—2m — b1y + 14 ) = 0
0— ( T — T3 + Ty ) = 0
5— ( T + X9 + g ) 0
4— ( T + 21‘2 + 177) = 0
120, 2920, 2320, 2420, 25>0, 2z¢>0, x>0

0— (5xy + 4day ) = =z
|

min

min z = 0 — (=bx; —4x,)
al 0 — (—.1'1 )
i) 0 — ( — 33'2)
r3 = -1 - (—21’1 — 172)
ry = —4 — (=227 —bxy)
Ty = 0 — ( T — 33'2)
g = 5 — ( x + x9)
xr = 4 — ( x 42x9)

Ebbdl az egyiitthatokat egy masik tipusi, ugynevezett dual szimplex tabldba gytlijthet-
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jitk ki

B I )
z 0] -5 —4
1 0] -1 0
i) 0 0 -1
2y | —1| -2 —1
ra | —4 | —2 =5
T 0 1 -1
Te 5 1 1
w | 4] 2 2

Tekintsiik most a dudl szimplex téblat altalanos alakban. Legyen adott az (4) standard
alakt linearis programozasi feladat, amelyben a célfiiggvényt ne maximalizalni, hanem

minimalizalni akarjuk. Ha ehhez a feladathoz adott egy B = {a;,...
im} bazis és K = {ky,..

megengedett bdazis, bevezethetjik az Ig = {iy,...
nem bazis index halmazokat, akkor az (7) és (8) Osszefiiggésekkel definidlni tudjuk a
dip,1 = 0,7 € Ip,p=0,p € K szdmokat. Ezekkel az el6z6 szampélddnak megfeleléen a
kovetkezo, igynevezett dual szimplex tabla irhato fel:

B ZL‘/€1 ZL‘kt

z | doo | dok, dor,
Ly 0 —1 0
Ly 0 0 -1
Ty dz'lo di1k1 dilkt
L, dimO dimk1 dimkt

Vezessiik be az (21) dudl szimplex tabla oszlopaira az alabbi vektor jeloléseket:

z doo

Ly 0

x=| Ty, |,q = 0
Ty di10
T, dimO

)

Qi =

dok,
-1

0
dilk‘l

ik

peee o Ok =

dOkt
0

-1

dilkt

it

,a;, } dudl
. 7k:t}

(21)

Ezekkel a dudl szimplex tabla, illetve a megoldani kivant linearis programozasi fela-
dattal ekvivalens bovitett kifejezett alak tomoren tgy irhatd, hogy

X=qo — qul'p,

peK

illetve egy j € I indexhez tartozé nem trivialis soréra

Ty = djO — Z djpl’p.

peEK
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Vegyiik észre, hogy a dudl szimplex tablabdl a kordbbinal is szemléletesebb modon
olvashaté le a B bazishoz tartozd bazismegoldas, hiszen ennek nem béazis komponenseire
x, =0,p € K ésigy az (22) egyenl6ségbdl annyi marad, hogy x = qp, mely részletesen
kiirva azt adja, hogy

z = doo
Ly = 0
Ly = 0
Ty = di10
Lipy = dz‘mo

Az (21) dudl szimplex téblanak is harom tipusat kiilonboztethetjiik meg:

1. Tipus: d;p > 0, minden i € Ig esetén.

2. Tipus: Létezik © € Ip, hogy d;p < 0, és egy ilyen ¢ indexre d;;, > 0 minden p € K
esetén.

3. Tipus: Létezik ¢ € Ip, hogy d;y < 0, és minden ilyen ¢ indexre létezik olyan
p € K, hogy d;;, < 0.

A dudl szimplex tabla fenti harom tipusa egymast kizarja, és az Osszes lehetOséget
magéaban foglalja. Az 1. tipusi duél szimplex tabla esetén igaz a kévetkezo tétel (azt
a primél szimplex mddszer targyaldsakor mar bizonyitottuk):

Tétel. Ha az (21) dudl szimplex tébla 1. tipusi, akkor a B bazis nem csak dudl, hanem
primdl megengedett is, és igy a hozza tartozd bazismegoldas a megoldani kivant linearis
programozasi feladat optimalis megoldasa.

A 2. tipusu dudl szimplex tabla esetén a kovetkezo tétel bizonyithatoé:

Tétel. Ha az (21) duél szimplex tabla 2. tipusu, akkor a megoldani kivant linedris
programozasi feladatnak nincs (primal) megengedett megoldasa.

Bizonyitas. Legyen j € I egy, a 2. tipusu szimplex tablanak megfelel6 index, azaz
legyen d;o < 0, és d;, > 0 minden p € K esetén. Tekintsiik a megoldani kivant linedris
programozasi feladattal ekvivalens bovitett kifejezett alak j € Ig indexhez tartozé nem
trividlis sorat:

v =djo— Y djpty. (23)

peK

Ez az egyenldség nem teljesiilhet nemnegativ x; és z,,p € K valtozokkal, hiszen a
j € Ip index vélasztdsa miatt az egyenldség jobb oldala negativ.Ol

Tétel. Ha az (21) dudl szimplex tabla 3. tipust, akkor legyen j € I egy tetszdleges,
a 3. tipusu szimplex tablanak megfelel index, azaz djo < 0, és legyen k € K egy
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tetszoleges olyan index, amelyre a

min - — = —— (24)

minimum megvalésul. Ekkor a By = B — {a;} + {a;} bazis is dudl megengedett és a
hozzéa tartozd bazismegoldason a célfiiggvény értéke nem kisebb, mint a B bazishoz
tartozo bazismegoldason volt.

Bizonyitas. A bizonyitdshoz elészor vezessiik le a dudl szimplex tablat alkotd qo, q,,
p € K oszlopvektorok transzformdciés formulait. Jelolje q(()l),qz(,l),p € K; az 1j, By
bézishoz tartozé oszlopvektorokat, ahol K; = K — {k} + {j}. Ekkor mivel az (23)

egyenloségbdl xy ugy allithato eld, hogy

1
xk:d_' djO_E djpp — xj |
7k

peEK

p#k
ezt felhasznélva
X = qQo— Z qQpTp — QrTr, = qo — Z prp_CIkd]L.k djO_ Z djpxp_x]' =
peK peK peK
p#k pF#k pFk
djo d; 1
_'_ J _ JP — .
(‘“ (_qu) P (‘Ip N <—d.7-k>q’f> " ((—dﬂ)q’“) "
pFk
és igy a transzformaciés formulak:
o _ 1
q,” = (7djk)Qk
1 d; 1 .
) = g+ (_Zk)Qk = qp+dqu§»), pEK,pF] (25)
1 d; 1
a’) = QO‘FﬁQk = qo+djoq§-)
Ezekbdl
1 _ 1
dOj - (*djk) dOka
d; .
dé? = dop+ (_;jk)domp € Ki,p# J.

A B bazis dual megengedettségéhez meg kell mutatni, hogy a fenti mennyiségek nem
pozitivak. Mivel tudjuk, hogy d;; < 0, vagyis (—djx) > 0,dox < 0,dg, < 0,p €
Ky,p # j, azért csak dé;) nem pozitivitasa szorul bizonyitasra, és az is csak azokban
1)

» < 0 egyenldtlenséget

az esetekben, amikor d;, < 0. Ekkor azonban a bizonyitandé dé
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atrendezve (és tligyelve arra, hogy a negativ d;,-vel valé dtosztéskor az egyenlStlenség
iranya megfordul) azt kapjuk, hogy

d d
d_op Z Lkap € K17p7é.j7djp < Oa
J jk

vagy a korabbi béazis nem béazis index halmazaval

d d
2> % e K dy,<0
d; ik

Ez pedig az (24) dgynevezett dudl kivélasztasi szabaly alkalmazdasa miatt teljestil.

Végiil az (25) transzformaciés formuldk utolsé tagjanak az els6 komponense azt adja,
hogy

d.:
dly) = doo + —L—du,

és ebbdl mivel djo < 0, (—dj;) > 0 és do, < 0, azért

d;
aY g — 20 g 0, 26
00 00 (—d]k) 0k — ( )

amint azt allitottuk.O

A most bebizonyitott tétel alapjan pontosan ugyanugy készitheto el a dudl szimp-
lex médszer alap algoritmusa, mint az a primdal szimplex moddszer esetén tortént.
Az utoljara bizonyitott allitds szerint a minimalizdland6 célfiiggeény linedris prog-
ramozasi feladatot ekkor olyan iteracié sorozattal oldjuk meg, amikor a szomszédos,
dudlmegengedett bazisokon at haladva a célfiiggvény értéke nem csokken. Ez els6
hallasra érthetetlennek tiinhet, azonban a jelenségnek igen egyszerti a magyarazata. A
dual szimplex iteracidk soran egy bovebb halmazon a célfiiggvény altal felvett bizonyos
értelm{ minim értéket probélunk sziikebb halmazon felvett minimumma kényszeriteni,
aminek "az az ara”, hogy az elérhet6 minimum érték né. Ebbdl szemléletesen lathato
az is, hogy ha ez az eljaras sikertelen, az csak tgy lehet, hogy a megoldani kivant
linearis programozasi feladatnak nincs megengedett megoldasa.

Természetesen a dudl szimplex modszerre is ki kellene dolgozni egy kétfazisi valtozatot,
illetve meg lehetne mutatni, hogy végrehajthato explicit bazisinverz, illetve médositott
modon. Ezzel itt most nem foglalkozunk, ellenben megmutatjuk, hogy a dual szimplex
moédszer is végrehajthaté lexikografikus modon. Erre sziikség is van, hiszen az (26)
Osszefiiggésbol lathato, hogy most is el6fordulhat, hogy iteraciordl iteraciéra nem nd
a célfiiggvény értéke, és ezéltal ciklikusan visszatérhetnek azok a dualmegengedett
bazisok, amelyeken mar jartunk. Ehhez elég annyi, hogy az (26) 6sszefliggésben dor, = 0
legyen, vagyis az aktualis dudl megengedett bazis éppen a kivalasztott k indexre legyen
ugynevezett dual degeneralt.

Definicié. Azt mondjuk, hogy az (21) dudl szimplex tabla lexikografikusan ne-
gativ, ha minden 6t alkot6 q,,p € K oszlopvektor lexikografikusan negativ.
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Megjegyzés. Mivel B bazis dudl megengedettsége miatt a qp,p € K oszlopvektorok
elsé komponenseire dp, < 0,p € K (ezért kellett minimalizalandé célfiiggvényt fel-
adatra targyalni a dudl szimplex médszert!), és ezeket a komponenseket induldskor
egy negativ egységmatrix rész koveti a dual szimplex tablaban, azért a dual szimplex
moddszer mindig lexikografikusan negativ tablabol indul.

Definicié. Lexikografikus dudl kivalasztasi szabdly. Az (24) dudl kivélasztasi
szabalyt terjessziik ki a teljes oszlopokra gy, hogy a k € K indexet ugy valasszuk ki,

hogy

1 1
lex min T = (27)
pe K %ip ik
djp <0

legyen.

Megjegyzés. Most is megmutathatd, hogy ezzel a k € K index kivalasztasa egyértel-
miivé valik, és ha az (24) kozonséges kivalasztasi szabdly is egyértelmil kivalasztést ad,
akkor a két szabdly ugyanarra az eredményre vezet.

Definicié. Lexikografikus dual szimplex médszer. A dual szimplex modszer
lexikografikusan negativ dudl szimplex tablabol inditva, és minden iteraciéban a lexi-
kografikus dudl kivalasztasi szabélyt alkalmazva.

Tétel. A lexikografikus dual szimplex moddszer sordn minden dudl szimplex tabla
lexikografikusan negativ.

Bizonyitas. Elég egy iteracios 1épésrél megmutatni, hogy az megérzi a dudl szimp-
lex tébla lexikografikus negativitdsat. Tekintsiik ehhez az (25) dudl transzformécids

formulak koziil a qg-l) qél),p € Ki,p # j oszlopvektorokra vonatkozokat. Mivel

(—djx) > 0,q; <0,q, <0,p € Ky,p # j, azért qg-l) =< 0, és dj, > 0 esetén qz(,l) < 0is
egyszeriien igazolhaté. Ha pedig d;, < 0, akkor kis atrendezéssel qz(,l) < 0 azt jelenti,

hogy

1 1 .
—qp = — i, P € Ki,p # j,djp <0,
djp djy

vagy a korabbi bazis nem béazis index halmazaval

1 1
—qp = —qi,p € K,d;, <0.

d; dj

Ez pedig az (27) alkalmazédsa miatt mindig teljesiil.0

Tétel. A lexikografikus dual szimplex mddszer alkalmazasakor a dual szimplex tabla
elso oszlopa, a qqg oszlopvektor iterdciordl iteraciora lexikografikusan né.

Bizonyitds. A B bézisbdl a By = B — {a;} + {a,} bdzisra torténd attérés (25)
ranszformacios formulai a dual szimplex tabla els6 oszlopanak a transzformacidjara azt
adjak, hogy

dj()

(—dj1)

1
q((J)ZQO+
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Ezt atrendezve:

(1) djo
qQp  —do =
0 (—djr)

qk>-0a

hiszen djO < O, (_d]k) >0 és qr < 0.0

Az utoljara bizonyitott tételbdl mar ugyanigy egyszertien kovetkezik a lexikografikus
dudl szimplex modszer végessége, mint ahogyan a kozonséges, vagy mas néven primal
szimplex modszer esetén kovetkezett.

7. A linearis programozas dualitas tétele

A linedris programozas dualitds tételének megalkotasat nem lehet egyértelmiien egyet-
len személy nevéhez kotni. G. B. DANTZIG 1947-ben személyesen felkereste NEUMANN
JANOSst, akit akkor sokan a vildg vezeté matematikusdnak tartottak. Miutdn ismer-
tette a linedris programozés teriiletén addig elért eredményeit, NEUMANN JANOS felallt
és j6 masfél éras elbadast tartott a linearis programok elméletérdl, amelyben észrevette
a linearis programozas jelentoségét a jatékelméletben, megsejtette a dualitdas tételt és
bizonyitast is adott arra. Ezt ¢ maga sohasem publikalta, azonban G. B. DANTZIG
leirta azt és oktatta is a Pentagonban hivatali beosztottjainak. G. B. DANTZIG visz-
szaemlékezéseibdl (lasd [5]) kideriil, hogy 6 maga azért nem publikdlta a dualitds tétel
bizonyitasat, mert azt NEUMANN JANOSnak tulajdonitotta. Igy torténhetett, hogy a
dualitas tétel elso, irdsban megjelent bizonyitasa D. GALE, H. W. KuHN és A. W.
TUCKER nevéhez ffizédik (1dsd [8]). Erdekességként megjegyezziik, hogy a jatékelmélet
és a linearis programozas kapcsolataval foglalkozé, G. B. DANTZIG altal irt cikk (1dsd
[3]) ugyanabban a kotetben jelent meg, mint D. GALE, H. W. KUHN és A. W.
TUCKER dolgozata.

Tekintsiik a linedris programozasi feladatot az alabbi alakban

anrr  +  apry + ..+ apr, < b
anr1  +  anrs + ... 4+ apr, < b
: (28)
Am1T1 +  ame2 + . Gy S bm
x1 > 0, T9 > 0, T, >0
(cizy +  cxe  + ... 4+ cpx,) — max
és rendeljiik hozza a feladat soraihoz rendre az v, . . . , y,, 1j valtozokat, melyekkel irjuk
fel a kovetkezo linearis programozasi feladatot:
anyr +  any: + ...+ GmYm = O
ajipyr  +  axny: + ...+ GmYm = C2
aipyr  +  agpY2 A+ ...+ GpnYm = G
ylzoa y2207 ymZO
(biyn + by + ...+ bpym) — min
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A hozzarendelés szabdlya tehat az, hogy az (28) feladat minden feltételi soranak az (29)
feladat egy valtozdja és ennek megfelelen az (28) feladat minden valtozdjanak az (29)
feladat egy feltételi sora fele meg, azaz az (29) feladat egyiitthaté métrixa a (28) feladat
egylitthaté matrixanak a transzponéltja; az (28) feladatban minden feltétel kisebb vagy
egyenl tipusd, mig az (29) feladatban minden feltétel nagyobb vagy egyenld tipusy;
az (28) feladat célfiggvény egyiitthatdi az (29) feladat jobboldali allandoi lettek; és
forditva, az (28) feladat jobboldali dllandéi az (29) feladat célfiiggvény egyiitthatéi
lettek; végiil pedig az (28) feladatban a célfiiggvényt maximalizélni, mig az (29) fela-
datban a célfiiggvényt maximalizalni kell. Ugyanez a két linedris programozasi feladat
matrixos alakban:

Ax < b
x > 0 (30)
¢’x — max
illetve
Ay > ¢
y > 0 (31)
b’y — min

Azt mondjuk, hogy az (29), illetve az (31) feladat az (28), illetve az (30) feladat dudlis
feladata (roviden: dudlja). A kiindul6 (28), illetve az (30) feladat okat pedig primal
feladatnak nevezziik. Azt az eljarast, amellyel a két feladatot egyméshoz rendeljiik
primal-dual megfeleltetésnek nevezziik.

El6szor a kovetkezo egyszerti tételt bizonyitjuk be:
Tétel. A dual feladat dualja maga a kiindulé primal feladat.

Bizonyitas. Induljunk ki a

Ax < b
x > 0
¢’x — max
feladatbdl, ennek a dudlja az
Ay > ¢
y =2 0
b’y — min

feladat. Ezt ekvivalens atalakitassal ismét primal alakra hozva:

-Ay < —c
y > 0
(-b)y — max

Ennek a feladatnak ismét képezhetd a dudlisa (jeldlje x a duélis valtozdk vektorat):

-Ax > -—b
X > 0
(—¢)x — min



Ez pedig a kiindulé feladattal azonos, hiszen ekvivalens atalakitassal azt kapjuk, hogy

Ax < b
x > 0
c¢’x — max.O

Az (28) - (29), illetve az (30) - (31) primél-dudl feladatparra érvénnyes a kovetkezo
fontos tétel:

Dualitas tétel. Ha egy primal-dual feladat par egyikének létezik megengedett megol-
dasa és véges optimuma, akkor ugyanez fennall a masikra is, és a két feladat optimum
értéke egyenlo.

Bizonyitas. A bizonyitdast harom lépésben végezziik el.

(i) Tekintsiikaz (30) és az (31) primdl-dudl feladatpart. Tegyiik fel, hogy az (30)
feladatnak van megengedett megoldasa és véges optimuma. Hozzuk standard
alakra a feladatot:

Ax 4+ FEu <b

x >0, u >0

(cx 4+ 0u) — max
és oldjuk meg a lexikografikus szimplex modszerrel. Ha sziikséges elso és masodik
fazison keresztiil, ha nem, akkor csak a maésodik fazis végrehajtasaval el kell
jutni egy B = {a;,, a;,,... ,a;, } optimélis bazishoz, amely bazis bizonyos A-beli,
ugynevezett tényleges oszlopvektorokbdl és bizonyos FE-beli, ugynevezett segéd
oszlopvektorokbdl fog allni. A moédositott szimplex mddszer optimalitas tesztjét
visszaidézve, a B bézis optimalitasa azt jelenti, hogy

/ -1
cpB lap - ¢
! —
cgB7e, — 0

0, p=1,...,n,

0, g=1,... ,m, (32)

>
>
hiszen szemben a moédositott szimplex modszer targyalasakor megoldani kivant
feladattal, most a standard alaku feladat oszlopvektorai két nagy csoportra van-
nak bontva, az els6 csoportba az a,,p = 1,...,n tényleges oszlopvektorok, a
masodik csoportba az e;, ¢ = 1,... ,m egységvektorok, mint segéd oszlopvekto-
rok tartoznak.

Ha bevezetjiik az y’ = ¢ B~ jelolést, akkor erre az y vektorra (32) szerint

¢, p=1,...,n,
0, g=1,....m

/

Y ay
/

Y €q

teljesiil. Ebbol kis atalakitassal azt kapjuk, hogy

>
>

a/1 y =2 ¢
aly > ¢,
v = 0
yg = 0

37



(i)

(iii)

vagy ugyanez matrix alakban

Ay > ¢
y >0
vagyis az y' = czB™! vektor, az (31) dudlis feladat megengedett megoldasa.

Ezért az y vektort dudl vektornak is nevezziik, és belattuk, hogy a dudl feladatnak
is l1étezik megengedett megoldasa.

Megmutatjuk, hogy a primal feladat barmely megengedett megoldasan a primél
célfiiggvény értéke sohasem nagyobb, mint a dudl feladat barmely megengedett
megoldasan a dual célfiiggvény értéke.

Legyen x a primal feladat tetszoleges megengedett megoldasa, azaz olyan, hogy
x >0 és

Ax < b, (33)

valamint legyen y a dual feladat tetszéleges megengedett megoldasa, azaz legyen
y > 0és

Ay > c. (34)

Ha az (34) egyenltlenséget az ¢’ < y’A transzponalt alakban tekintjiik, és megs-
zorozzuk a nemnegativ x vektorral jobbrdl, valamint az (33) egyenl6tlenséget
megszorozzuk balrél a nemnegativ y’ > 0 sorvektorral, akkor a kovetkezo két
egyenlotlenséget nyerjiik:

c'x <y'Ax
és
y'Ax <y'b=Dby.
Ezek egytitt bizonyitjak az allitdsunkat. Vegyiik észre, hogy ezzel azt is belattuk,
hogy a dudl feladatnak is létezik véges optimuma, hiszen azt lattuk be, hogy

a minimalizdland6 dudl célfiiggvénynek barmly priméal megengedett megoldason
felvett célfiiggvényérték egy alsé korlatja.

Megmutatjuk, hogy létezik a dudl feladatnak olyan megengedett megoldasa, ame-
lyen a dudl célfiiggvény értéke egyenld egy primél megengedett megoldason (sziik-
ségszertien a primél feladat optimalis megoldasan) felvett primdl célfiiggvény
értékkel.

Tekintsiik ehhez az (i) 16pésben bevezetett y' = cs B~! dudl vektort, ezen a dudl
célfiiggvény értéke:

b’y =y'b =cy B 'b = xzb = b'xp.0
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Példa. Tekintsiik a kovetkezo linearis programozasi feladatot:

2¢1 + T < 1
2¢1 4+ dwe =
2 >0 (35)

(51 4+ 3z3) — max

Ahhoz, hogy ennek a feladatnak fel tudjuk frni a dudlisat, el6szor primal alakura kell
transzformélni. A (35) feladat két helyen nem felel meg a primal alak kovetelményeinek.
A masodik feltétele egyenloség alaku, és az xo valtozdra nincs nemnegetivitas megkove-
telve. Az egyenléséget két egyenlotlenséggel helyettesitve, az x5 szabad valtozot pedig
két nemnegativ véltozé (z3 pozitiv rész és z; negativ rész) kiilonbségeként felirva a
kovetkezo feladatra jutunk:

2z, + ) < 1
2z, + Sbry — bz, < 4
-2z, — Sry +  bxy < —4
z1 > 0, x;LZO, ry >0
(bzy  + 3r5 — 3ry;) — max

Ha az egyes feltételi sorokhoz rendre az y;,y5, v, dudl valtozokat rendeljiik, akkor a
dualis feladat a kovetkezo lesz:

2y + 25 — 2y, > 5
v+ Sy — Sy; > 3
-y - Bys + By, > =3

y1 >0, ys >0, Yy, >0
(yi  + 4y — 4dy;) — min

Ebben figyelembe véve, hogy a masodik és a harmadik egyenl6tlenség alaku feltétel
osszevonhaté egyetlen egyenl6séggé, valamint, hogy a nemnegativ y; és y, valtozdk
kiilonbsége jelolheto egy olyan ys valtozdval amelyre nincs nemnegativitas megkove-
telve, a kovetkezo ekvivalens feladatra jutunk:

2+ 2y > 5
yi. + Sy = 3
Y1 > 01 2 (36)

(1 + 4y2) — min

Az (35) és (36), primél-dudl feladatpart alkoté linedris programozasi feladatokat Gssze-
hasonlitva, azt a szabalyt lehet megfogalmazni, hogy ha a primal feladatban egy feltétel
egyenloség alaki, akkor a megfelel6 valtozé a dudl feladatban nincs nemnegativitassal
korlatozva, illetve ha a primal feladat egy valtozdja nincs nemnegativitassal korlatozva,
akkor a dudl feladat megfeleld feltétele egyenlség alaki. Ezt az észrevételt a kovetkezo
tételben altalanosan is bebizonyitjuk.

Tétel. Az aldbbi két linearis programozasi feladat egymas dudlisa:
Apxy 4+ ApXo b,
A21X1 + A22X2 b2
X1 Z 0
(cix; + chxy) — max

[ IA

(37)
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ALy + Ayy: > o

Apyr + Apy: = ¢ (38)
y1=>0

(biy1 + bhy) — min

Bizonyitas. Induljunk ki az (37) feladatbdl. Amint azt a korabbi szampélddban is
tettiik, helyettesitsiik az egyenloség alaki masodik feltételi sort két egyenlotlenséggel,
és frjuk fel az xy szabad véltozé vektort két nemnegativ vektor valtozé (x5 pozitiv rész
és x, negativ rész) kiilonbségeként:

Anx;  +  Apxy  — Apxy < b,
Anxi  +  Apxy  — Apx, < b,
—Agx; —  Apxgy 4+ Apx, < —by
x1 > 0, szo, X, >0

(cix1 +  chxy chX,) — max

Vezessiik be ennek a feladatnak a feltételi soraihoz rendre a nemnegativ komponen-
sekbdl 4ll6 yq,y4,y, dudl valtozé vektorokat. A dudlis feladat ezekkel felirva:

Ay +  Ayys Ay, > C1
Apyr 4+ Alys Apy, = ¢
— Ay Ays 4+ Aypy, > —c
y1 >0, y3 >0, y; >0

(bly1 + bhys byy,) — min

Ebben a feladatban ismét a kordabbi szampéldahoz hasonléan észre lehet venni, hogy a
masodik és a harmadik egyenl6tlenségek egy egyenléséggé vonhatdk dssze; az yg ésyy,
nemnegativ komponensekbol all6 vektor valtozok kiillonbsége pedig jelolhetd egy olyan
yo vektor valtozdval amely komponenseire nincs nemnegativitas megkovetelve. fgy
ekvivalens feladatként az (38) linedris programozasi feladatra jutunk, és ez bizonyitja
a tétel allitasat. O

Ezek utan altalanosan is megfogalmazhatjuk a szampéldabdl korabban leolvasott sza-
balyt:

Altaldnos primdl-dual megfeleltetési szabaly. Ha a primal feladatban egy feltétel
egyenloség alaki, akkor a megfelel6 valtozd a dual feladatban nincs nemnegativitassal
korlatozva, illetve ha a primél feladat egy valtozdja nincs nemnegativitassal korlatozva,
akkor a dual feladat megfelel6 feltétele egyenloség alaki.

Megjegyzés. Mivel az (37) és (38) linedris programozasi feladatok az eredeti primél-
dudl megfeleltetés szerint is primal-dual feladatpart alkotnak, azért a dualitas tétel
allitasa igaz az altaldanos primal-dudl megfeleltetés szerint egyméshoz rendelt linearis
programozasi feladatparokra is.

Az altalanos primal-dual megfeleltetés szerinti feladatparra vonatkozé dualitds tétel
egy szép alkalmazasaként megmutatjuk, hogyan bizonyithaté be az a Farkas Gyula,
kolozsvari matematikus altal az 1800-as évek végén megfogalmazott, és 1901-ben pub-
likdlt (lasd [7]), homogén linedris egyenl6tlenség rendszerekre vonatkozo éllitds, amely
az optimalizalas elmélet egyik leggyakrabban alkalmazott alap eredményévé valt.
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Farkas Gyula tétele. Legyenek gi,gs,... .8, az n-dimenziés Euklideszi tér tetszo-
leges vektorai. Az ezekkel felirt

gix < 0

x < 0
8= (39)
gx < 0

homogén linedris egyenlétlenség rendszernek az n-dimenziés Euklideszi tér egy tovabbi
g vektoraval felirt

g'x <0 (40)
homogén linedris egyenlotlenség akkor és csak akkor kovetkezménye, ha léteznek olyan
A >0, 0 >0,..., ), > 0 valos szamok, hogy ezekkel

g =Mg1 + Mg + ... + A8 (41)

Bizonyitas. Elészor megmutatjuk, hogy ha igaz az (41) elééllitas, akkor az (39)
homogén linedris egyenl6tlenség rendszernek kévetkezménye az (40) homogén linedris
egyenlotlenség.

Ekkor ugyanis az (40) homogén linedris egyenl6tlenség egyszeriien ”levezetheté” az (39)
homogén linearis egyenlotlenség rendszerbol, és igy annak nyilvanvaléan kovetkezmé-
nye:

gx < 0 /A >0
gx < 0

hiszen érvényes a g vektor (41) el6allitésa.

Maésodszor megmutatjuk, hogy ha forditva, az (39) homogén linedris egyenl6tlenség
rendszernek kévetkezménye az (40) homogén linedris egyenl6tlenség, akkor igaz az (41)
eloallitas. Ehhez tekintsiik a kovetkezo primal alaku linearis programozasi feladatot:

Gx < 0
. o (42)
g'x — max
ahol az m x n méretit G egytitthaté matrix sorait a gi,8s,...,&mn vektorok, mint

sorvektorok alkotjak:

g1
| &
)

&m
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Az (42) linedris programozasi feladatnak van megengedett megoldasa (példdul az x = 0
vektor), és van véges optimuma, hiszen feltettiik, hogy az (39) homogén linearis egyen-
16tlenség rendszernek kévetkezménye az (40) homogén linedris egyenlétlenség, azaz az
(42) linedris programozasi feladat g'x maximalizdland6 célfiiggvénye feliilr6l korlatos
a Gx < 0 feltétel mellett. Ezért a dualitas tétel értelmében ugyanez igaz a

Gy = g
y=>0 (43)
Oy — min

dudl feladatra is, és az optimumértékek egyenlok. Mivel a G’ métrixra

G/:(g17g27"' 7gm)7

azért az, hogy az (43) linedris programozasi feladatnak létezik megengedett megoldasa
azt jelenti, hogy létezik y' = (y1,... ,ym) > 0/, amellyel g =y181 + 1282 + - - . + Ym8m-
Ekkor pedig igaz (41) eléallitas. O

Megjegyezziik, hogy a most bizonyitott tétel forditva is igaz abban az értelemben, hogy
a dualitas tétel is konnyen bizonyithaté lenne Farkas Gyula tétele segitségével.
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