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MATEMATIKA   II. 
3.Gyakorlat 

(környezetmérnök) 
2007. február 12-16. 

 
 

FELADATOK A GYAKORLATRA, HÁZI FELADATOK ÉS GYAKORLÓ  FELADATOK 
 
 

I.  Helyettesítéses integrálás: 
 

                      ( ) ( ) CxgFdxxgxgf +=⋅∫ )()(')( , ahol .' fF =  

 
 
Feladatok 
 

1.a) Cxdxxx ++=+∫ )1sin()1cos(2 22 ,    b) Cxdxxx +−=∫
22 cos

2

1
sin , 

   c) ∫ +−+−=−++ Cxxdxxxx )42cos()42sin()23( 332 , 

   d) ( ) ( ) Cxdxxx ++−=+⋅∫
22 2cos

2

1
2sin π

π
π ,      

e) ( )1sinsinsincos
1

0

1

0

1 −⋅=+⋅=⋅∫
+ eeCeedxee xxx . 

 

2. a) Cexdxe xx +−=∫
coscos sin ,              b) Cdxx

x
x +⋅=⋅∫ 2ln

2
3cos32

sin
sin ,    

    c) 1
cos

1
4
0

4

0
2

−==⋅∫ eedxe
x

tgxtgx
π

π

,             d) Cedxxedxxe xxx +−=−−= −−−
∫∫

222

2

1
2

2

1
,         

    e) Cedx
x

ex xx +=⋅∈ ∫
+ 2

1
,R .        f) ( )eeedx

x
e xx −⋅==⋅∫

228
1

8

1

22
1

 

3. a) 
6632

1
arcsin

2

3
arcsinarcsin

)(1

1
2

1

2
4

44

4

3

2

1

2
4

3

2

1
22

4

3

2

1
4

πππ =−=−==
−

=
− −

−−

∫∫ xdx
x

xdx
x

x
, 

    b) Cedx
e

edx
e

e x

x

x

x

x

+=
−

=
− ∫∫ )arcsin(

)(1

1

1 22
. 

4. a) Cxdx
x

xdx
x

x +=
+

=
+ ∫∫

2
224

arctg
)(1

1
2

1

2
,      b) Cedx

e

e x
x

x

+=
+∫

)(arctg
1 2

,    

    c) 
4

)(lnarctg
)(ln1

11

)ln1(

1

11
2

1
2

π==
+

⋅=
+ ∫∫

eee

xdx
xx

dx
xx

,     

    d) ( ) ( ) =⋅⋅=
⋅+

⋅⋅=
+ ∫∫ 2

0

2

0
2

2

0
2

sin3arctg
3

1

sin31

cos3

3

1

sin31

cos π
ππ

xdx
x

x
dx

x

x
. 

                                  ( )
33

1
0sin3arctg

2
sin3arctg

3

1 ππ =






 ⋅−






 ⋅= . 
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II.  Az integrálszámítás alkalmazásai  (a formulákat, a terület, a megtett út és a munka 

kivételével, nem kell kívülrıl megtanulni, de „használni” tudni kell!) : 
 

1. Terület, vagy egységnyi sőrőségő lemez tömege: 
 
    Legyen  [ ] +→ Rbaf ,:  folytonos függvény. 

    ∫=
b

a

dxxf )(T , vagy   ∫=
b

a

dxxf )(m  

2. Ívhossz  
 
    Legyen  [ ] R→baf ,:  folytonos, ] [ba, -n folytonosan deriválható függvény. 

    ( )( ) dxxf
b

a
∫ ′+= 21L  

3. Forgástest térfogata 
 
     Legyen  [ ] +→ Rbaf ,:  folytonos függvény. 

     ( )∫⋅=
b

a

dxxf 2πV  

4. Forgástest felszíne 
 
    Legyen  [ ] +→ Rbaf ,:  folytonos, ] [ba, -n folytonosan deriválható függvény. 

    ( ) ( )( ) dxxfxf
b

a
∫ ′+⋅⋅= 212πA  

5. Megtett út 
 
    Legyen a [ ] R→21,: ttv   sebességfüggvény folytonos. 

    ( )∫=
2

1

t

t

dttvs  

6. Munka 
 
    Legyen az [ ] R→21,: ssf  erı  folytonos függvény ( az erı és az elmozdulás iránya 
megegyezik. 

    ( )∫=
2

1

s

s

dssfW  

7. Lemez súlypontja (homogén, egységnyi sőrőségő, vékony lemez) 
 
    Legyen  [ ] +→ Rbaf ,:  folytonos függvény. 
    Mx, My, az (1), ill. a (2) tengelyre vonatkozó elsırendő nyomaték, m a lemez tömege. 

     xs= 

( )

( )∫

∫ ⋅
=

b

a

b

a

dxxf

dxxfx

m

M y ,     

( )

( )∫

∫⋅
==

b

a

b

a

dxxf

dxxf 2

x
s

2

1

m

M
y . 
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Feladatok:  

 
1.   Szemléltessük az alábbi függvényeket, és számítsuk ki a grafikon alatti területet! 

a)   [ ] ( ) xxfx =∈ :,1,0       






3

2
,                b)   [ ] ( )

2
cos:,,0

x
xfx =∈ π       [ ]2 , 

      c)   [ ] ( ) 3:,4,3 3 −=∈ xxfx       [ ]75,40 ,       d)   [ ] ( )
42

1
:,3,0

+
=∈

x
xfx       









2

10
ln , 

e)   [ ] ( )
21

1
:,1,0

x
xfx

+
=∈       






4

π
. 

 
2. a) Számítsuk ki  az 92 +−xx a  függvény grafikonja, a függvény 1 helyhez tartozó érintıje és az    
        (1)  tengely által határolt síkidom területét! 

    b) Számítsuk ki  az ( )+∈ 0Rxxx a  függvény grafikonja, a függvény 4 helyhez tartozó érintıje  

        és a (2)  tengely által határolt síkidom területét! 
 

3. Számítsuk ki a megjelölt síkidomok területét!  

                         

     
 
4 Számítsuk ki a függvények grafikonjának ívhosszát!  
 

   a) [ ] ( ) 2

3

:,4,2 xxfx =∈       













≈





















− 56,5
2

11
10

27

8
3

3 , 

   b) ( ) 21:,
2

2
,0 xxfx −=








∈ ,  
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   c) [ ] ( ) ( )332:,1,0 +=∈ xxfx       






















− 2

3

2

3

2846
27

1
,     

   d) [ ] ( ) ( )1ln:,4,2 2 −=∈ xxfx     







≈+=+−− 41,1

9

5
ln2

3

1
ln2

5

3
ln224 . 

    
5. Számítsuk ki a következı függvények grafikonjának az (1) tengely körüli megforgatásával 

keletkezı forgástestek térfogatát! 
 

a) ( ) xxfx cos:,
2

,0 =




∈ π
               

                             













=




 +⋅+=
22

2sin

2
téshelyettesílin.,

2

2cos1
cos

22

0

2 ππ
π

x
x

x
x , 

b) [ ] ( ) 2:,5,0 xxfx =∈                   













=⋅ ππ 625

5

5

0

5x
, 

c) m, r +∈ R , [ ] ( ) xxfx
m

r
:,m,0 =∈   ( m magasságú, r sugarú kúp)   













 ⋅=








33

2

0

3

2

2 mrx

m

r
m

ππ
, 

d) [ ] ( ) xxfex ln:,,1 =∈      [ ] ( )[ ]22ln2ln:utánntegrálásparciálisi kétszeri 1
2 −=+− exxxxx

e ππ , 

e) [ ] ( ) 2:,5,0 xxfx =∈                    [ ]π625 . 
  
 
6. Számítsuk ki a következı függvények grafikonjának az (1) tengely körüli megforgatásával 

keletkezı forgástestek felszínét! 
 

    a) [ ] ( ) xxfx 2:,4,0 =∈  (forgásparaboloid)   ( ) ( )











−=




 + 155
3

8
1

3

8 4

0

2

3 ππ
x ,             

    b) [ ] ( ) 33:,5,0 xxfx =∈               ( ) ( )[ ]











=≈







 ⋅+
81

225
9

813

2
811

54

35

0

32

5

0

2

3
4 πππ

xx . 

 
 
7. Számítsuk ki a t2–t1idı alatt megtett utat, ha adott a sebességfüggvény: 
 
    a)  [ ] ∈∈ 0021 (,t,t: vvttv a R )  egyenes vonalú, egyenletes mozgás. 

    b)  [ ] ∈∈ aatttv (,t,t: 21 a R) egyenletesen változó mozgás. 
 
 
8. Munka 
 
    a) Mekkora munkával lehet agy rugó eredeti hosszát s-sel megnyújtani? 
        Legyen D a rugóállandó, x a rugó megnyúlása. A rugóra ható erı:  [ ] ( ) xxfx ⋅=∈ D:,s,0  . 

    b) Számítsuk ki a váltóáram munkáját: [ ] ( ) ttft ωπ sinU:,2,0 0 ⋅=∈ . 
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9.Súlypont 
 
    a) Határozzuk meg az 
            ( ){ [ ] }xyxyx sin0,,0, ≤≤∈∈ π2R  

     halmazzal leírható vékony, egységnyi sőrőségő, homogén síktartomány súlypontját!     

Megoldás:( ) 






=
8

,
2

,
ππ

ss yx  . 

 
    b) Határozzuk meg az 
            ( ){ [ ] }30,1,0, xyxyx ≤≤∈∈ 2R  

     halmazzal leírható vékony, egységnyi sőrőségő, homogén síktartomány súlypontját!  

       Megoldás:( ) 






=
7

2
,

5

4
, ss yx   . 

 
    c) Határozzuk meg az 

            ( ){ [ ] }
x

yxyx
1

0,4,1, ≤≤∈∈ 2R  

     halmazzal leírható vékony, egységnyi sőrőségő, homogén síktartomány súlypontját!  

       Megoldás:( ) 








⋅
=

4ln8

3
,

4ln

3
, ss yx   . 

 
    d) Határozzuk meg az 

            ( ){ }xyxyx cos0,
2

,0R, 2 ≤≤




∈∈ π
 

     halmazzal leírható vékony, egységnyi sőrőségő, homogén síktartomány súlypontját!  

       Megoldás:( ) 






 −=
8

,1
2

,
ππ

ss yx   . 

 


